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Ueber die Steinersche Fläche. 

(Vod Herrn A. Clebick in Glessen.) 

§. 1. Darstellung der Punkte der Stewier«chen Fläche durch Parameter. 

benannte Fläche vierter Ordnung bat die Aufmerk- 
samkeit der Geometer in hohem Grade auf sich gezogen, seit Herr Kummer 
in den Berl. Monatsber. ihre ersten Eigenschaften auseinandergesetzt nnd die 
Herren Cremona und Schröter eine grosse Reihe weiterer Eigenschaften der- 
selben aufgedeckt haben. 

Die Theorie der auf einer Ebene einfach abbildbaren Flachen, welche 
ich an einem anderen Orte geben werde, und von der ich bezüglich der 
Fliehen dritter Ordnung ein Beispiel gegeben habe, verleiht dieser Fläche in 
sofern ein besonderes Interesse, als die Coordinaten eines Punktes derselben 
«eh nach Herrn Weierstrast durch allgemeine homogene Functionen zweiten 
Grades von drei Parametern darstellen, und also die erste Classe der ein- 
deutig abbildbaren Fliehen bilden. 

Eine solche Abbildung ergiebt sich aus der von Herrn Kummer ge- 
gebenen Gleichungsform 

sofort; denn setzt man 
so findet sich 

und man kann also setzen: 

/PC = 2g&&, 

Auf diese Weise sind allerdings die Coordinaten eines Punktes der Fläche 
durch Parameter dargestellt; aber die Formeln vereinfachen sich wesentlich, 
wenn man die Substitutionen 

(2.) &fj = i?i, 

Jonrnal fflr Mathematik Bd. LXVIL Heft 1. 1 
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einführt, wodurch unsere Formeln sich in 

(3.) 



(IX, 


m 2^,, 








= 217,17,, 


QX 4 





verwandeln. 

Die Formeln (1.) liefern einfach die von dem dreifachen Punkt der 
Flache als Augenpunkt ausgeführte perspectivische Projection der Fläche auf 
eine Ebene, in welcher £„ |, Coordinaten eines Punktes sind. Die 
Formeln (2.) liefern eine jener eindeutigen Abbildungen dieser Ebene, welche 
Herr Cremona kennen gelehrt hat; die Formeln (3.) endlich fallen unter die 
Darstellung des Herrn Weier$tras», insofern die Coordinaten durch Functionen 
•weiten Grades dargestellt sind. Ich werde zunächst zeigen, wie man die 
allgemeinen Formeln 

= Ata»*«*}, 

in welcher die / Functionen zweiter Ordnung sind, im Allgemeinen wirklich 
auf die Form (3.) bringen kann. 



(4.) 



§. 2. Reducüon der allgemeinen Daritellungrforni anf die Normalform. 
Schreiben wir der Kürze wegen 

und bezeichnen wir durch ffa £) den Ausdruck 

Die Punkte einer Doppellinie bilden sich in der Ebene der tj durch je »wei 
Punkte ab ; sind also rj, £ zwei solche zusammengehörige Punkte denen der- 
selbe Punkt x entsprechen muss, so hat man 

(5.) ttn>n) = (i = i,2,3,4), 

wo a einen unbestimmten Factor bedeutet. Aber man kann dann immer 
zwei neue Punkte x, i so einfuhren, dass 

(6.) * 4 = «&+o-£, i, = ifc-o£, 
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wodurch die Gleichungen (5.) in 

(7.) f,(x,l) = 0 (.'=1,2,3,4) 
übergehen. Die Gleichungen (6.) zeigen, deus jeder Punkt einer Doppellinie 
sich aU Punktepaar abbildet, welche» mit einem gewissen Punktepaar x, l 
ist; und dats umgekehrt alle Paare einer auf der Geraden x, i lie- 
Intolution mit *, l ah Doppelpunkten tieft su Punkten einer Doppel- 
vereinigen. 

Die Punktepaare x, l, welche au* (7.) folgen, haben zugleich die 
Eigenschaft, harmonische Pole (und war die einigen) für alle Kegelschnitte 
des Systems 

•i/,+«iA+«jA+«*A = 0 
2« sein. Die entsprechenden Punkte x sind die Cuspidalpunkte des Herrn Cremona. 
Die vier Gleichungen (7.) sind linear für die sechs Unbekannten 
(8.) x,A n x,A,, XjAj, x^ij-j-XjA,, XjAj-fx,!,, *i*a + x,l,. 
Zwischen denselben besteht ausserdem die identische Gleichung dritten Grades.* 

(9.) 0 = «,*,+*,*, 2X,*, xj^+xji, 
X| ilj X3 A| x 2 sK^ ™f* 2 y, - Aj 

DrOckt man also vier der sechs Unbekannten (8.) linear durch die übrigen 
aus, und fuhrt diese Werthe in (9.) ein, so erhalt man für das Verhältniss 
der beiden lettten eine , eubische Gleichung. Es giebt also drei Punktepaare 
x, k, welche den drei Doppeltsten der Fläche 

Um dieselben auf eine elegantere Weise 
Gleichungen (7.) eine fünfte Gleichung 

(io.) 9»(M)+/mKM) = 0 

hinzufügen, in welcher <p = 0, y — 0 die Gleichungen zweier beliebigen Kegel- 
schnitte sind. Man sucht dann diejenigen Kegelschnitte eines willkürlich ge- 
wühlten Büschels 7 • f 0, welche ebenfalls eines der Ponklepaare x, l 
zu harmonischen Polen haben. Indem man aus den Gleichungen (7.) und 
(10.) die Verhältnisse der sechs Unbekannten (8.) ausdrückt, gelangt man zu 
Gleichungen folgender Art: 

2x,l x = A n +pB u , x,i,+x,A, = A u +fiB JS , 
(11.) (2*,*, = A„+ftB ni x,i,+x,*, = Ajt+fiBm 
2x ) X i = A n +tiB a , x^+Xi^^Att+ftBn, 
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und (9.) verwandelt sich in die für u cubische Gleichung 

(12.) 2±{A u +pB li ){A n + t iB n ){A n +fiB n ) = 0. 

Bezeichnen wir nunmehr durch a t , a,, c, Liniencoordinaten, nnd durch K = 0, 
1 = 0 die Gleichungen der Punkte x, ;., so rioss 

Dann ist nach (11.): 

2KL = XJ^«««.*/! 
= A+/iB, 

wo A = 0, B = 0, Kegelschnitte in Liniencoordinaten bedeuten. 

Die drei Punktepaare A. L sind also die drei Paare, welche m ein cm 
System von Kegelschnitten A 4 /' B 0 mit der gemeinschaftlichen Tangenten 
torkommen; d. h. $ie $ind die Durchschnitte von vier Oeraden. Die Nebenteiten 
de» au» ihnen gebildeten vollständigen Vierseits sind die Abbildungen der drei 
Doppellinien der Oberfläche. 

Da die Ecken des Dreiecks der Nebenseiten 'paarweise mit diesen 
Paaren x, X harmonisch liegen, so sind sie sammtlich Abbildungen desselben drei- 
fachen Punktes der Oberfläche, welcher allen drei Doppellinien gemeinsam ist. 

Wenn ein Kegelschnitt <f ■ u v 0 selbst die Verbindungslinien aller 
drei Punktepaare x, l harmonisch theilen soll, so müssen die drei Worieln 
der Gleichung (12.) einander gleich sein, und zugleich auf drei verschiedene 
Paare x, l fahren, oder auf drei verschiedene Geraden 

a l = x 2 X J — Xji,, Oj=XjAj — XiA), a i = x l X t — XjÄ,, 

welche solche Paare verbinden. Indessen folgt aus II., dass (12.) als das 
Resultat der Elimination aus den Gleichungen 

0 = (^u+A*Ä,.)«i+(>4. l + «5, a )« 1 +(^»+^Ä»)a J , 
0 = (A u +t*B n ) er, +(A a +p B n ) «,+(u4„+j«fi 0 )a„ 
0 = (A Si +tiB n )a, + (A n +fiB S!t )a i +(A»+y.B u )a i 

aufgefasst werden kann, welche für drei verschiedene nicht durch einen Punkt 
gehende Geraden a nur besteben können, wenn alle Coefficienten A a \ uB a 
verschwinden. Dieses aber heisst nach der Entslehungsweise der A, B aus 
(7.) und (10.), dass y : »u> eine lineare Combination der f, also ein Kegel- 
schnitt des Systems 

«i/i+*A+«j/i+fl./i = 0 
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ist. Also sieht man, dass auch umgekehrt alle Kegelschnitte, welche die 
Strecken xX gleicht eitig harmonisch t heilen, diesem System angehören. 

Zu jeder in der Ebene gezogenen Geraden gehört eine andere, welche 
mit jener zusammen einen Kegelschnitt des Systems bildet. Man findet sie 
geometrisch, indem man zu den Schnittpunkten der ersten mit den Sirecken 
xX die vierten harmonischen Punkte sucht und diese verbindet. Zugleich ist 
jeder Punkt der Ebene der Doppelpunkt eines solchen Linienpaars. Denn 
indem man die Bedingungen für das Zerfallen eines Kegelschnitts des Systems 
für einen gegebenen Punkt £ bestehen lagst: 

•4 + *§ +*f +%J& = °> 
(*=1,2,3), 

erhalt man die Verhältnisse der a eindeutig bestimmt, und die Gleichung des 
Linienpaares wird: 



(13.) 



iL iL d r> f( nr A 

dfn dfi <?f t . 

"3? ^55" ifc* ' ,{,n ' n ' 

«Vi öf* df, f , v 

d£ ö£ 1%, w%w 



0. 



Der willkflriicb gewählte Kegelschnitt 

ist das Bild des Durchschnitts einer willkürlich gewählten Ebene 

aiXi-\-a i x 7 -\-a i x i -\-a i x i = 0 
mit der Flache; also einer Curve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten. 
Die in dem System enthaltenen Geraden entsprechen den Durchschnitten der 
Tangentenebenen; jede Gerade in der Ebene ist also das Bild eines Kegel- 
schnitts, welcher auf der Flache liegt ; zwei entsprechende Gerade bilden zu- 
sammen das Bild für den Durchschnitt einer Ebene, welche die Flüche in 
einem Punkte berührt, dessen Bild der Schnittpunkt der Geraden ist. 

Untersuchen wir nun , unter welchen Umständen zwei entsprechende - 
Geraden einander unendlich nahe rücken können. Sie müssen sich dann je 
einem Punkte jedes Paars x, X unendlich nähern; mithin müssen sie mit 
einer der vier Geraden zusammenfallen, deren Durchschnitte die Punktepaare 
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* 

*, l sind. Es giebt also vier Kegelschnitte des Systems, reiche in Doppel 
tinien ausarten, und »war sind dies die Seiten des vollständigen Yierseit», 
dessen Nebenseiten die Doppellinien der Fläche darstellen. 

Diese Linien entsprechen den vier Kegelschnitten, längs deren nach 
Herrn Kummer eine Ebene berührt; und sogleich stellen sie diejenigen Punkte 
dar, welche den Punkten der fleweschen Wendecurve entsprechen, auf welche 
schon Herr Cremono aufmerksam gemacht hat. 

Die directe Darstellung des Products dieser vier Geraden erfolgt, in- 
dem man unmittelbar diejenigen Kegelschnitte 

V = «i A + <h h + <h fs + a t /■« = 0 
aufsucht, welche aus doppelt gerechneten Geraden bestehen. Man hat hiezu, wenn 

(14.) «tij.+nh^+m,^ = 0 
die Gleichung einer solchen Geraden ist, die Bedingungen: 

/ 3 *<P 3*f 

(,5,) \^t =m » '4^^ ==m,w, ' 

Das Product jener vier Geraden ergiebt, sich wenn man aus (14.), (15.) die 
m und die o eliminirt. Die Darstellong der Resultante, welche ein weiter- 
gehendes Interesse bat, wird weiter unten gegeben werden. 

Wählt man das Coordinalensy stein der tj nun so, dass es mit dem 
Dreieck der Nebenseiten zusammenfällt, so kann man den Seiten des Vierseits 
selbst immer die Form geben: 

Vl -r, t -r h = 0, 
-Vi-r *?,-»?, = 0, 
-Vi-tli+K = 0, 

Legt man die Quadrate dieser Linien zugleich als Kegelschnitte /i, f„ /„ f A 
zu Grunde, d. h. wählt man als Coordinatentetraeder im Räume die vier 
längs Kegelschnitten berührenden Ebenen, so werden die Formeln (4.) zu 
folgenden: 
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px, = 

woraus die Gleichuog der Fläche sich in der Form ergiebt: 

(18.) te+j'x. + v^+v*. = 0. 
Fflhrt man aber statt der x die Coordinaten y durch die Formeln ein: 

4jf, = x,+x,+x,+x 4 , 
4yt = Xt+Xi—Xi-Xi, 

= x,— xj+itj— 
4y« = x,— x,— «,+x«, 
so erhält man die Gleichungen der Fläche in der Form (3.): 

PJfi = 2»;,»;,, 

ps\ = tyiVf 

Die Ebenen der y sind die durch je zwei Doppellinien der Fläche gehenden, 
und eine vierte (jr t ), welche jede der Doppellinien der Fläche in einem Punkt 
schneidet, welcher mit ihren Cuspidalpunkten und dem dreifachen Punkte ein 
harmonisches System bildet (Cremono). 

§. 3. Baumcurven auf dar Bliche und ihre Abbildungen. 
Denken wir uns in der Ebene der rj eine Curve Ordnung gegeben: 
(20.) = 0, 

so entspricht derselben eine Raum curve, deren Singularitäten gefunden werden, 
wie ich dieses für die Geometrie der Flächen dritter Ordnung im 65"*" Bande 
dieses Journals p. 359 gezeigt habe. Da der Schnitt der Fläche mit einer 
Ebene durch die Curve 

(21.) a^+o,/, = 0 
abgebildet wird, welche von der zweiten Ordnung ist, so hat man den Glei- 
chungen (20.), (21.) entsprechend 2* Schnittpunkte der Ebene mit der Raum- 
curve und also nach der Bezeichnung der angeführten Abhandlung: 

(22.) JV m 2». 




(19-.) 
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Einem Büschel von Schnittebenen entspricht ein Curvenbüsohel 

m+lv = 0, 

wenn 

• = o,A+*>A+*jA+*«A 

gesetzt wird. Die Ebenen des Büschels, welche unsere Rautncurve berühren, 
werden, wie a. a. 0. aus der Combination der Gleichungen 

*-•> 

gefunden, welche »(» + 1) gemeinsame Lösungen haben. Hat ausserdem also 
(p = 0 noch d Doppelpunkte und r Rückkehrpunkte, so findet man den Rang 
der Raumcurve aus der Formel 

(23.) R = «(*+l)-2d-3r. 

Nimmt man hinzu, dass die charakteristische Zahl p des Geschlechts 
unverändert bleibt, so ist die Bestimmung der Singularitäten hiemit gegeben. 
Ist K die Classe der Raumcurve, A die Zahl ihrer Wendungsberührebenen, 
B die Zahl ihrer Rückkehrpunkle so hat man 

2p -2 = R + B-2N, 

m N+K-2R, 

= R+A-2K, 

und wenn man den Werth von p eintragt: 

»— l.ii— 2 . 
P = 2 d ~ V > 

so findet sich: 

1 } \A = 6» l -10»-12d-15r. 
Bezüglich der Anzahl der scheinbaren Doppelpunkte: 

H = 3^± 

ist zu bemerken, dass aus derselben jedesmal ein Doppelpunkt als wirklieber 
auszuscheiden ist, sobald zwei Schnittpunkte von y — 0 mit einer der Gera- 
den xl die Strecke xl auf derselben harmonisch t heilen, indem die ent- 
sprechenden Punkte sich auf der Fläche dann zu einem Punkte einer Dop- 
pellinie vereinigen. Ist also ■ die Zahl dieser Paare von Schnittpunkten, so 
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ist die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte der Ranmcurve durch 

(25.) H = 3^i-e 



Hit Huife dieser Formeln erfolgt die Uebertragung ebener Satze auf 
die Raumcurven der Sfemerschen Fliehe ohne Weiteres. Ich will des Fol- 
genden wegen nur bemerken, dass wegen der obigen Formeln einem allge- 
mein gelegten Kegelschnitt eine Raumcurve vierter Ordnung und zweiter Spe- 
eles entspricht. Theilt der Kegelschnitt eine der drei Strecken xl harmonisch, 
so geht von den drei scheinbaren Doppelpunkten der Curve einer in einen 
wirklichen über. TheÜt der Kegelschnitt zwei jener Strecken 



so ist nach einem Sat* von Heue dasselbe mit der dritten der Fall; man 
hat einen Kegelschnitt des Systems vor sich, und ihm entspricht eine ebene 
Curve mit drei Doppelpunkten. 

§. 4. Curven der Haupttangenten im Allgemeinen und bei der Strinertchen 

Fläche insbesondere. 
Die S/einersche Flache hat die Eigenschaft, dass die Curven der Haupt- 
tangenten auf ihr algebraisch sind und die betreffenden Differentialgleichun- 
gen sich integriren lassen. Die Curven der Haupttangenten entstehen, wenn 
man in jedem Punkt der Flache die dreipunktig berührenden Tangenten sucht 
und das einer solchen und der Flache gemeinsame Langenelement als Bogen- 
element einer Curve betrachtet. Indem man diese Elemente stetig verbindet, 
erhalt man auf der Flüche eine Schaar von Curven, deren zwei durch jeden 
Punkt gehen-, und «war haben an jeder Stelle die sich schneidenden Cur- 
ven verschiedene Richtung, mit Ausnahme der Punkte der Wendecurve, in 
deren jedem daher sich zwei Curven des Systems berühren. 

Die Haupttangenten sind die Tangenten des Doppelpunkts der Curve, in 
welcher die Tangentenebene die Oberfläche schneidet. Haben wir also eine 
Oberfläche irgendwie mit Hülfe der Formeln 

W^/ffa*****) (t=l,2,3,4) 
auf einer Ebene abgebildet, so entsprechen jenen Tangenten die 
des Doppelpunkts, welchen eine Curve des Systems 

<p = <hfi+<hf*+ <hfr+"*f* = 0 
in einem Punkte des Systems haben kanti. Im Doppelpunkt ist di 

w £=°< 

und die quadratische Gleichung 

Journal «r Mathematik Bd. LXVII. Haft 1 * 
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(27.) 



giebt die fangenlenrichtungen des Doppelpunkts. Eliminirt man aus (26.), 
(27.) die «, so erhält man die Differentialgleichungen der Curven der Haupt- 
tangenten in der Form: 

df t df t av; 



(28.) 0 = 



y. 

"35T 



ay. 



Öl?, 



öt],öfi„ 



Bezeichnen wir durch «3 und r,, e 3 die Coordinaten der 

beiden Tangenten des Doppelpunkts, so kann man an Stelle von (27.) die 
Gleichung 

setzen, d. h. man hat die Gleichungen 

1 ^ TL < - ■ - a 'A 



(29.) 



(*,*=!, 2,3), 



4 dr},dt]k 



(30.) 



wobei dann die Gleichungen (26.) zu ersetzen sind durch: 

|*% f Wi+Wi - 0, 
fi*?i-r»^j+<»j»?j = 0. 
Statt nun aus diesen Gleichungen durch Elimination der o, u, r, eine Diffe- 
rentialgleichung in den 17 zu bilden, kann man zunächst die a, © und die 
dt] eliminiren, und erhalt dann die Gleichung zwischen den 11 und den 17: 



(31.) 



öY, 




*Y. 




*»! 




Ar? 


*! 




öY. 


*y. 


ay, 












*Y, 


«Y, 


% 


Sil 


^! 






öY 


5Y. 










dt],dn t 




*Y, 


öY. 




A- 






dt) t dn t 


dn t dn t 




*Y. 








^9, öl;, 




dr il di} % 


0 


0 


0 


0 



2«, 


0 


0 


0 


2* 


0 


0 


0 


2«, 


0 


«fe 


«2 


«J 


0 


«1 


«»1 


«1 


0 


Vi 


Vi 





= 0. 
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Diese Gleichung versieht in der That die Stelle der Differentialgleichung (28.) 
in jeder Beziehung. Will man dieselbe in die Differentialgleichung für die r] 
verwandeln, so braucht man nur zu bemerken, dass die Gerade u durch zwei 
nächste Punkte der gesuchten Curve geht, dass also zugleich 

M>7i = 0, 

und dass also an Stelle der u die ihnen proportionalen Werthe 

Vidrji— ffrtfifr, %drji — Jjidft, Vid^—^dfJi 

gesetzt werden können. Aber *) man kann sie auch , und das ist in dem 
vorliegenden Falle zweckmässiger, in eine Differentialgleichung für die w ver- 
wandeln, indem man bemerkt, dass auch ein Punkt r\ der gesuchten Curve 
auf zwei nächsten Tangenten derselben liegt, dass also auch zugleich: 

»Ji«! + t}*th + Vith = 0, 
Tj l dv l +rj 1 dih-r-yidtt s = 0, 
so dass man die 17 ersetzen kann durch die ihnen proportionalen Ausdrücke: 
Mmj-M«*», M«,-M«3, «tdih-thdu,. 

Da im Fall der Sfeinerschen Fläche die -* — l — Constante sind, so verwan- 

oriidTik 

delt sich hiedureb die Differentialgleichung zweiten Grades in eine des ersten. 
Um diese Gleichung in besserer Form zu erhalten, bemerken wir, dass die 
zweite Tangente t> des oben betrachteten Doppelpunkts durch den Schnitt 
der benachbarten Tangenten «, »4 du hindnrehgeht, dass man also setzen kann: 

Führt man dies in (29.) ein, so erhält man die sechs Gleichungen. 

und daher durch Elimination von ü,, o,, <*,, o t , q die Differentialgleichung 
in der Form: 



*) Die hier folgende Transformation und Integration der Differentialgleichung 
verdanke ich Herrn Gordan. 

2* 
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(»0 



t/r;, t/lfl, 



4 *«) 



4 



«MI 



= o. 



ff. 



ff. 



d*f, Pf. d*f t 

nun constiinte Grössen so, dsss 



(83.) 



o, 

0, 



Ii M dl« (Jlnlnhuna (89.) erfüllt, wenn «gleich 

(84.) - 0 

V f»titftt wird, Worin I von reibst folgt, dnss such 

J»Mfo%) - o. 
Du nun Ufllir in fünf Verhältnissen der p eines willkürlich 
worden knnn, su «nllilll dl« Gleichung (34.) eine willkürliche Constante und 
Ist ilniiinnoh da* nllgi«nirln* Integral von (32.). Wir können eine solche Con- 
slmiU« hui Ii dadurch - >lnfühn<n, dnss wir eine Gleichung 

XXp m a A +p22p m ß m = 0 

liln«ufn||i>it, wo (I lr> ti, Gnnfflcienlen beliebiger Kegelschnitte (p, \f> sind. 
Aua dluMsr Glnldwng und (88.) folgen dann (vgl. Gleichungen (1 1 .)) die Wertbe 
dnr fi In dor Komi: 

Wt»M diu A, II völlig bosllmml nind, und nur n eine willkürliche Constante 
ImmI»m»IH HpUI »iiiii nun 
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A = SS l, ; 

so nimmt das Integral (34.) die Form an 

A+nB = 0, 

d. h. die Curven der Haupttangenten bilden sich als Kegelschnitte mit vier 
gemeinschaftlichen Tangenten ab. Die in dem System vorkommenden Punkte- 
paare sind keine anderen als die in §. 2 als Ponktepaare dieses Systems ge- 
fundenen Paare x , i; and die vier gemeinsamen Tangenten sind demnach 
dieselben, deren Aggregat die Abbildung der Wendecurve darstellt. 

Uebertragen wir diese Resultate auf die Flache, so haben wir den Satz : 
Die Curven der Haupttangenten auf der Stemerschen Fläche sind die- 
jenigen auf der Fläche gelegenen Raumcurven vierter Ordnung und »weiter 
Species, welche jeden der vier Kegelschnitte berühren, in welche die Wende- 
curve »erfüllt. 

Legen wir die S/etwersche Flache in der besonderen Form (17.) oder 
1 19V su Grunde, so haben die drei Punktepaare x, l die Gleichungen : 

(34'.) «1-^ = 0, ul-ul = 0, g?-«? = 0. 

Die Abbildungen der Curven der Haupttangenten sind daher durch die Form, i 
gegeben: 

a,«;+«,«J + «j«? = 0, (a, + «,+a, = 0) 
oder in Punktcoordinaten durch: 

(35.) -2L + .?L + -2L = o. 

a a a 

Untersuchen wir, welche Curven der Haupttangenten einen wirklichen 
Doppelpunkt besitzen. Hiesn ist es nöthig, dass der Kegelschnitt (35.) eine 
der Seiten des Coordinatendreiecks in Punkten schneide, welche zu dem be- 
treffenden Paare (34°.) harmonisch sind. So hat man für i?, = 0 als Schnitt 
des Kegelschnitts (35.) das Punktepaar 

a,u\+a 3 u\ = 0. 

Soll dieses mit «,±«1 = 0 harmonisch sein, so muss es in 

(l^,-^-«,) , + (« ^ -« J ) , = o 

ubergehen, d. h. es muss a, = a, sein. Es giebt also drei Curven der Haupt- 
tangenten mit wirklichem Doppelpunkt; die Bilder derselben haben die Glei- 
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chungen : 

W- vi- iä = o, 

-rfi+H- vi = 0, 

~v\~ vl+W = o. 

Die Doppelpunkte selbst entsprechen den Durchschnitten dieser Kegelschnitt« 
beziehungsweise mit 

»7i = 0, Tj, = 0, 17, = 0; 

für sie ist also immer 

v)+vl+vl o 

oder rj, — - 0 (19'.). Die Doppelpunkte jener drei Gurren sind also die auf 
den Doppellinien der Fläche zu den Cuspidalpunkten und dem dreifachen Punkt 
harmonisch gelegenen Punkte. 

§• 5. 

Die Curve der Wendepunkte für Flächen deren Coordinaten durch Parameter 

rational ausdruckbar sind. 

Die Punkte der Wendecurve einer Oberfläche sind dadurch charakterisirt, 
dass die Richtungen der Haupttangenien in ihnen zusammenfallen oder dass 
die Geraden, welche in der Bildebene die Richtungen der Tangenten des 
Doppelpunktes einer Curve des Systems »i/Vf «»/i+<b/s+«iA ™ ^ geben, sich 
vereinigen. Die Coordinaten dieser Geraden aber findet man aus (31.), wenn 
man diese in den u quadratische Gleichung mit der linearen 

(36.) VtVi+Vt'h-rVi'h = 0 

verbindet. 

Ist aber die linke Seite der Gleichung (31.), nach den c geordnet: 

(37.) SSD^u, = 0, 

80 wird die Bedingung dafür, dass die Gleichungen (36.), (37.) durch zwei 
unendlich wenig verschiedene Systeme von Lösungen erfüllt werden, die Glei- 
chung für die Abbildung der Wendecurve. Dies heisst aber, dass der Punkt 
t] ein Punkt des durch (37.) reprfisenürten Kegelschnitts in Liniencoordinalen 
sein soll. Man hat also die Bedingung 
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als Gleichung für jene Abbildung. Diese Gleichung stellt zugleich da9 Eli- 
minationsresultat aus (14.), (15.) dar, welches mit der Abbildung der Wende- 
curve übereinstimmt. 

Dass die Gleichung (38.) das fragliche Resultat ohne überflüssigen 
Factor liefert, folgt aus der Vergleichung der Ordnungen bei der S/emerscheu 
Fläche. Die Abbildung der Wendecurve »erfallt für sie in vier Gerade; und 
in der That ist (38.) eine Gleichung vierten Grades, da die D lineare Functionen 
der t) sind. Allgemein aber hat man den Satz: 

Eine Fläche, deren Coordinaten sich als homogene rationale Functionen 
n Ur Ordnung dreier Parameter darstellen, hat eine Wendecurve, deren Bild ton 
der Ordnung 8*— 12, und welche also selbst von der Ordnung n(8n— 12) ist. 

Da die betreffende Fläche im Allgemeinen vom Grade «' ist, so wird 
die Wendecurve, als Schnitt der Flache selbst mit ihrer Hesseacben Flache 
betrachtet, vom Grade 4» , (ii , -2); woraus sich für die vorliegenden besonderen 
Flüchen eine Erniedrigung des Grades der Wendecurve um 

4»C*-l)(» , -«4-3) 

Einheiten ergiebt. 

§. 6. 

Besonderer Fall der Steinendem Flache. 
Das vollständige Vierseit, welches mit dem Dreieck seiner Nebenseiten 
die Abbildung der Steiiwrschen Flüche charactcrisirt, kann dadurch ausarten, 
dass zwei seiner Seiten einander unendlich nahe rücken. Wir erhallen dann 
statt des Vierseits eine Doppetgerade % = 0 und zwei einfache Geraden 
+ = 0 ; zwei der Punklepaare x, 1 vereinigen sich zu einem Punklepaar 
(rji — 0, ijj + rj s = 0), in welchem die Doppelgcrade von den beiden einfachen 
Geraden geschnitten wird ; das dritte Punklepaar x, Ä ist ein Punkt der Doppel- 
geraden (?7j = 0, Jfr = 0) und der Schnitt der beiden einfachen Geraden 

Das Kegelschnittsystem 

OiA+^/i + Oj/i + a«/; = 0 
muss also die Strecke zwischen 

ij, = 0, = 0 und r h = 0, 17,-17, = 0, 

sowie die Strecke zwischen 

»?i = 0, rfr = 0 und t], = 0, Tj y = 0 
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harmonisch theilen. Daher müssen die Kegelschnitte des Systems die Form 
haben 

atf+W + ^+actM^dw, = 0, 
und man kann die Fifiche daher durch die Gleichungen darstellen: 

/ px, = i/i, 

(39.) 

px 4 = 2^,, 

woraus die Gleichung der Fifiche sich in der Form ergiebt: 

xj+4xjxj— 4x,x,x| = 0. 
Diese Fifiche besitzt im Punkte «,=0, x,=0, x,=0 (in der Abbildung ^,=0, 
»7,=0 und ^=0, i?,=0) einen dreifachen Punkt; durch ihn geht eine Doppel- 
linie x, = 0, x« = 0 (17, = 0), Ifings deren die Fifiche sich einem Hyperboloid 
anscbliesst, und eine zweite x x ■■- 0, x s = 0 {% = 0), welche die Vereinigung 
zweier unendlich naher Doppellinien ist, und Ifings deren die Fifiche von der 
Ebene x t — 0 berührt wird. Jede Ebene schneidet also diese Fifiche in einer 
Cnrve vierter Ordnung, welche bei x, = 0, x t = 0 einen Doppelpunkt hat, 
und von welcher zwei Zweige bei x, = 0, x, = 0 einander berühren. Eine 
Tangentenebene schneidet also in zwei Kegelschnitten, welche sich berühren, 
und der Berührungspunkt liegt auf x, = 0, x, = 0. Die Gerade x,=0, x,=0 
absorbirt zugleich zwei der Kegelschnitte, Ifings deren die Fifiche von einer 
Ebene berührt werden kann, so dass nur noch zwei dieser Kegelschnitte übrig 
bleiben, welche sich als die Geraden »7, = 0, 17, = 0 abbilden. 

Die Cnrven der Haupttangenten bilden sich hier wie im allgemeinen 
Falle als Kegelschnitte ab, welche vier gemeinsame Tangenten besitzen. Aber 
von diesen sind zwei in die Gerade 17, = 0 zusammengefallen, auf welcher 
der Punkt ??, = 0, ifc = 0 als Schnittpunkt der beiden zusammengefallenen 
Geraden anzusehen ist. Daher müssen die Kegelschnitte, welche die Bilder 
jener Curven werden, hier sfimmtlich durch diesen Punkt gehen und in ihm 
die Gerade »7, 0 zur Tangente haben, während sie ausserdem die Geraden 
tili.*}» — ® ebenfalls zu Tangenten haben. In der That erhalt man aus der 
oben gegebenen allgemeinen Formel für diese Curven in Liniencoordinaten die 
Gleichung 
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in welcher e eine willkürliche Constanle ist, und an welcher diese Eigen- 
schaften sich leicht nachweisen lassen. Dieselbe liefert in Punktcoordinateu das 
System 

Indem man aas diesor Gleichung 17, durch 17, and i?, ausdrück!, und den er- 
haltenen Ausdruck in die Gleichungen (39.) einführt, findet man die Glei- 
chungen des Systems von Raumcurven vierler Ordnung: 

px, = 4c' tf, 

Qx, = 4c'i 7 ^ + (c J tf+i?;)% 

QX S = Sc'ljjlfo, 

QX< m 4cr ll ti 2 (c'T)\ + r i \). 

Diese Curven berühren sfimmtlich die beiden Kegelschnitte, längs deren die 
Fläche von einer Ebene berührt wird; sie berühren ausserdem die Gerade 
*, = (), », = 0 in dem dreifachen Punkt der Fläche dreipunktig. 

Windechiefe Fliehe dritter Ordnung. 

Fallen von den Seiten des Vierseits nicht nur zwei in eine Gerade 
17, = 0, sondern auch noch die beiden anderen in eine Gerade 17, = 0 su- 
sammen, so vereinigen sich zwei Punktepaare x, X im Schnittpunkte dieser 
Geraden, das dritte Paar besteht aus einem Punkte von 17, = 0 und aus einem 
Punkte von 1^ = 0; die Verbindungslinie beider sei 17, = 0. Die Kegelschnitte 
des Systems 

welche die drei Strecken xl harmonisch Üieilen sollten, müssen jetzt die 
dritte Strecke ebenfalls noch harmonisch theilen; die harmonische Theilung 
der anderen beiden aber verwandelt sich in die Bedingung, dass alle Kegel- 
schnitte des Systems durch den Pnnkt 17, = 0. 17, = 0 hindurchgehen. Die 
Kegelschnitte des Systems sind also durch die Formel gegeben: 



(40.) 



QX, = 17?, 

e«i = <i 

QXj — 2l7,17„ 

px< = 217,17,, 



fllr Mithenutik Bd. LXVU. Haft 1. 
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woraus als Gleichung der Fliehe hervorgeht: 

x t xl — Xjx\ — 0. 

Man hat also eine windschiefe Fläche dritter Ordnang vor sich, deren einfache 
Leitlinie (x, = 0, x, = 0) durch den Punkt i?, 0. r, = Q abgebildet ist; ihre 
Doppellinie (x s = 0, a?« = 0) ist durch die Gerade 17, = 0 in der Weise ab- 
gebildet, dass je zwei zu den Schnittpunkten mit 77, = 0 und »/, - 0 harmo- 
nische Punkte denselben Punkt der Doppellinie repräsentiren. Die Paare von 
Erzeugenden endlich, welche von den verschiedenen Punkten der Doppel- 
Knie ausgehen, bilden sich als die Involution der Strahlen ab, welche 17, = 0, 
17, = 0 mit den auf ^ = 0 angegebenen Punktepaaren verbinden. 

Haben wir in der Ebene eine Curve (p •= 0 gegeben , deren Ordnung 
n ist, welche den Punkt ij, = 0, »fr = 0 zum a fachen Punkt besitzt und ausser- 
dem d Doppelpunkte und r Ruckkehrpunkte hat, so entspricht dieselbe einer 
Raumcurve, für welche (vgl. §. 3): 

N = 2n- a, 

R m „(fi + l)-2rf-3r-a(a+i), 
K = 3fl(^l-l)-6rf-8r-3o , , 
A - 6«(«-l)-12rf-15r-2«(3a-J), 

In der letzten Zahl bedeutet a die Anzahl der Schniltpunktpaare von </> = 0 
mit 17, = 0, welche mit den Punkten j?, = 0, jj, = 0 und *?, = (), »?, = 0 har- 
monisch liegen und sich also auf der Raumcurve zu einem wirklichen Doppel- 
punkte vereinigen. 

Die Curven der Haupttangenten zerfallen in die Schaar der Erzeugenden 
selbst, und in eine Schaar von Curven, welche in der Abbildung als Kegel- 
schnitte die Seiten des Vierseits berühren, d. h. deren Bilder durch die Punkte 
r) l = 0, ^) = 0 und -= 0, 0 gehen, und in diesen Punkten beziehungs- 
weise die Geraden »7, = 0 und 17,-0 zu Tangenten haben. Die Gleichung 
des Systems ist daher: 

«7,J7, = cijj. 

Auf der Fläche werden dies Raumcurven vierter Ordnung und zweiter Species, 
welche durch die Cuspidalpunkte der Doppellinie gehen, und in ihnen die 
betreffenden Erzeugenden berühren. 

Es entsteht endlich der von Herrn Cogleg bemerkte besondere Fall 
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der windschiefen Fläche dritter Ordnung, wenn die beiden Doppelstrahlen 
der Involution der abgebildeten Erzeugenden einander unendlich nahe rücken. 
Dieser ergiebt sich aus der directen Behandlung der Flüche driller Ordnung 
auf folgende Weise. 

Seien /^O, /j = 0, /i = 0, £ = 0 die Gleichungen von vier Kegel- 
schnitten, welche durch denselben Punkt % = 0, i? 3 = 0 gehen, so dass 
also etwa: 

A = «utf + 2«n*?i^+a»i7j + 2«u^j+2a„tyi7,, 

A = Yuifi+tyuVin*+Yn 1 i*+tya 1 li 1 h+tynn* 1 h* 

Unter der Kegelschnittschaar 

«iA+^A+^sA+^A = 0 
Riebt es solche, die aus einer doppelt gerechneten Geraden bestehen. Für 
ss die linke Seite der obigen Gleichung in 

i, man muss also haben: 

o l a n +< h ß n +a i Ya- s r**&n = p^, 
Ota*+*iß n +<hrn+a*tT* = p\, 
<»i«»+fl s /?ij + a J y„+a»ö* u = 0, 

Es ergiebt sich hieraus für die quadratische Gleichung: 

Pt 



(41.) 



«II 

<*« 
«a 



A» 

A. 
A» 

ßn 



Y» 



3n 
ö*aa 
0* a 



P\ 
0 

0 



= o, 



oder, wenn man die Unterdelermlnanten nach der letzten Verticalreihe durch 
i4 u , 2A U . . . . 2A U bezeichnet, die Gleichung 

(42.) Aupl+ZAnp^+Avpl = 0. 

Ausser den hierdurch gegebenen beiden ausgezeichneten Geraden kann 
man noch folgendermassen eine dritte aufstellen. Wenn man nur die Bedin- 

3* 



Digitized by Google 



20 Clebioh, über <fe Steinend* f läche. 

gang aufstellt, dass ein Kegelschnitt des Systems in zwei Gorade zerfallen 
soll, von denen eine nothwendig durch den Punkt »71 = 0, 17, = 0 gehen muss, 
so erhftli man dieselben, indem man identisch 

«etat, aus den Gleichungen: 

oder, indem man die a elimin irl, aus der einen Gleichung: 

9 ,(y4 I1 r J + i4 II »" J + ^ 1 ,r,) + g l (^ 11 r 1 +>l„f J + i4 M r J ) m 0. 
Der au einer gegebenen Geraden r gehörige Strahl des Büschels ^, + ^^ = 0 
ist daher im Allgemeinen eindeutig bestimmt. Aber er wird unbestimmt, wenn 
die r aus den Gleichungen bestimmt werden: 

(43 ) i Atiri + A " rt + Aar ' = °> 
M^ + ^-M^-O, 

welche im Allgemeinen diu Lage der Geraden r vollständig bestimmen. Mit 
dieser Geraden bildet jede Gerade des Büschels krj, = 0 einen Kegel schnitt 
des Systems. 

Legt man die aus (42.) bestimmten Geraden als Gerade %»0 und 
';,-0, so wie die aus (43.) bestimmte als - 0 zu Grunde, so kann man 
als Fundamentalkegelschuilte des Systems die Kegelschnitte 
tf = 0, »ß = 0, 17,17, = 0, 17,17,^0 
ansehen, und kommt damit für die Darstellung einer durch die Gleichungen 

„x,=r t (, = 1,2,3,4) 
gegebenen Flüche auf die Gleichungen (40.). 

Der oben erwflhnte Ausnahmerall tritt ein, wenn die Gleichung (41.) 
gloiche Wurzeln hat. Dann ist zugleich , 

+ A n p t = 0; 
und die Gleichungen (43.) liefern also 

r, = 0, r t :r t = Pl :pt. 
Die drei im Vorigen bovorzuglen Geraden fallen also in eine zusammen. 
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Denken wir .uns diese eine Gerade zur Axe 171 = 0 gewählt, und zu- 
gleich das Tetraeder der x so verändert, dass eine der Functionen f in rfi 
übergeht, während die übrigen den Terra rj\ nicht mehr enthalten. Man hat 
dann für die so modificirten Functionen 

die Gleichung (41.) geht Ober in 



0 = 



Diese Gleichung hat nur dann, wie es hier eintreten soll, zwei gleiche Wur- 
zeln, wenn 

ßn Yn <*n 
ßa Yo &u 
ßv Y-a <*n 

Diese Gleichung sagt aus, dass man aus den Functionen f,, /« die Terrae 
»?»* liVit VtVi gleichzeitig fortschaffen kann; es giebt also eine Combination, 
welche nur den Terra 17,17, enthalt, und wir setzen demnaoh /*, m 217,17,, und 
wählen für /,, f % solche Combinationen, welche auch diesen Term nicht mehr 



ßn 


Tn 


d a 


P1P1 


ßn 


Yn 






ßu 


r» 


*u 


0 


ßn 


y* 


0* u 


0 



- 0. 



Ä«-i, Yii = *n = ßn=ßu = ßn = 0. 
Zwischen den Coefficienlen von /*, und /*« bleibt dann keine Bedingung mehr 
zu erfüllen. Man kann diese letzten Functionen so einrichten, dass sie je 
einen der Terrae 17?, 17, 17,, 17,17, nicht enthalten; eliminirt man insbesondere 
den Term 171173« so dass eine Function entsteht, welche 17, als Factor enthalt, 
und nimmt ihren anderen Factor für 17,, so wird eine dritte Function von der 
Form 17,17}, und es bleibt endlich für die vierte die Form 17? +217, 17, übrig. 
Man kann daher die Fl flehe durch die Formeln darstellen: 



(44.) 



oa?i = 17t, 

\QXt = 217,17,, 

\qxi = 217,17,, 
lpx 4 = T5+217V7,. 
Die Gleichung der Flache wird hienach 
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»7. 
% 
Vi 



0 

Vi 



0. 



xj = 4x, (x a x« — 2x, Xj) , 

was die Form des Herrn Cayley ist. 

Die Gleichungen der Cnrven der Haupltangenten entspringen för diese 
Fliehe aas der Differentialgleichung 

>?. 0 0 dt]\ 

Dieselbe zerfallt in den Factor 

rjidTH-^drjt = 0, 

welcher = 0, also die Bilder der Erzeugenden liefert, und in den Factor 

welcher durch Integration 

(45.) Tfi + ctil-H*h = 0 
liefert. Diese Gleichung stellt die Abbildungen der Curven der Haupttangenien 
dar: ein System von Kegelschnitten, welche sich im Schnitt von ij t = 0 mit 
= 0 vierpunktig berühren . Da alle diese Curven durch den Punkt t} t = 0, 
th = 0 gehen, so ist in die Formeln (40 a .) o = 1 zu setzen ; die Curven der 
Haapttangenten sind also Raumcurven dritter Ordnung. In der Tbat geben 
die Gleichungen (44.) eine solche, wenn man tj } aus (45.) durch 17,, ij, aus- 
drückt, nimlich: 

px, = 2j?J, 

px, = 4i??th, 

(»*s = *htä +«?,'), 

Alle Cnrven dieses Systems haben im Punkte x, = 0, x, — 0, x, -- 0 dieselbe 
Schmiegungsebene x t ■» 0, und dieselbe Tangente x, =0, x, = 0, die Doppel- 
linie der Fliehe. 

Giessen, den 24. Juli 1866. 
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Ueber die geradlinigen Flachen fünften Grades. 

( Von Herrn H. Schwan.) 



D ie vorliegende Abhandlung ist eine weitere Ausführung einer Notiz 
Aber die geradlinigen Flftcben fünften Grades, welche der Verfasser im Juni 
1864 der philosophischen Facultflt hiesiger Universität vorgelegt hat. 

Da die geradlinigen Flächen dritten und vierten Grades schon von 
den Herren Coyley, Cremoua und Salmon eingeheud untersucht worden sind, 
darf sich der Verfasser im Folgenden auf die Betrachtung der geradlinigen 
Flachen des fünften Grades beschranken, ohne auf diejenigen der niederen Grade 

Mit Ausnahme der erzeugenden Geraden gehören alle ebenen Curven, 
welche auf derselben irreduciblen geradlinigen Fläche liegen, und die Eigen- 
schaft haben, dass durch jeden ihrer Punkte nur eine Erzeugende geht, in dem 
von Riemann aufgestellten Sinne zu derselben algebraischen Klasse. 

Betrachtet man nimlich irgend zwei einfache ebene Curven auf der- 
selben irreduciblen geradlinigen Fliehe, so wird einem jeden Punkte der einen 
Curve durch die Erzeugenden der Flache ein Punkt der anderen Curve auf 
eindeutige Weise zugeordnet, und es lassen sich daher die Coordinaten eines 
Punktes der einen Curve rational ausdrücken durch die Coordinaten des ent- 
sprechenden Punktes der anderen Curve und umgekehrt. 

Aus diesem Grunde kann man die geradlinigen Flachen nach der al- 
gebraischen Klasse der auf ihnen liegenden ebenen Curven selbst in Klassen 
eint heil en. (S. d. Verf.: De superßeiebu» in planum explicabilibu* primontm 
»eptem ordmtm, Bd. 64, pag. 2 dieses Journals.) 

Aus der Existenz einer einzigen einfachen geraden Leitlinie auf der 
Flache, eines einfachen Kegelschnitts, einer einfachen Curve dritten Grades 
mit Doppelpunkt, oder überhaupt einer einfachen Curve mit der grössten An- 
zahl von Doppelpunkten kann daher der Schluss gezogen werden, dass die 
geradlinige Fläche zur Klasse ? = 0 gehört. 

Findet sich auf der Flache eine einfache ebene Curve dritten Grades 
ohne Doppelpunkt, eine Curve vierten Grades mit zwei Doppelpunkten, über- 
haupt eine einfache ebene Curve »"* Grades mit — 1 Doppel- 
punkten, so gehört die Flache zur Klasse p = i. 
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Enthält die Fliehe eine einfache ebene Curve vierten Grade« mit nur 
einem Doppelpunkt, so gehört die Flache zur Klasse 0 = 2. U. s. w. 

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer algebraischen Flache 
lassen sich als rationale Functionen zweier variablen Parameter * und t und 
einer algebraischen Function « derselben darstellen. Bei den geradlinigen 
Flfichen ist es stets möglich, diese Parameter so au wählen, dass die Aus- 
drücke der homogenen Coordinaten 

m : f : a : m 

eines beliebigen Punktes der Fliehe ganze lineare Functionen des einen Para- 
meters $ sind, wahrend die algebraische Grösse « nur von dem anderen Pa- 
rameter t abhängt. 

Der andere Parameter I kann dann so gewählt werden, dass die Coor- 
dinaten, wenn p = 0 ist, in Beaug auf denselben rationale ganze Functionen 
sind; wenn p = l, rational ausgedrückt sind durch t und eine Quadratwurzel 
aus einer ganzen Function dritten oder vierten Grades von t ; wenn q = 2, 
rational ausgedrückt sind durch t und eine Quadratwurzel aus einer ganzen 
Function fünften oder sechsten Grades von /. — Der Fall p ;> 2 führt auf 
höhere algebraische Irrationalitäten. 

Diese Beziehungen gelten auch umgekehrt, so dass, wenn man für 
x i$ : • l W Ausdrücke st I zi . die in Bezug auf t und u rational, in Bezng auf 
* linear und ganz sind, während zwischen / und « eine irreducible algebraische 
Gleichung f(t t m) = 0 besteht, man eine algebraische geradlinige Fläche erhält, 
welche im Allgemeinen au derselben algebraischen Klasse gehört, au welcher 
die Gleichung f{i, u) = 0 gehört. 

Zur geometrischen Construction der besonderen Fälle der geradlinigen 
Flächen fünften Grades werde ich mich meist der Anschauung bedienen, die 
Flächen entstehen au lassen als geometrischen Ort der geraden Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte zweier Curven, welche in der Weise auf ein- 
ander bezogen sind, dass jedem Punkte der einen ein Punkt der anderen ent- 
spricht und umgekehrt. 

Kür dio analytische Darstellung aber ist es mitunter vorzuziehen, aus 
den Ausdrücken x if : a : w durch Elimination von $ zwei in Bezug auf x, y, 
a, w lineare homogene Gleichungen hergeleitet au denken, in den Coefficienten 
rational in / und «, so dass die Fläche der geometrische Ort der Durchschnitts- 
lohn der durch diese Gleichungen dargestellten Ebenen ist 
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§ 1 

Allgemeine Untersuchung der verschiedenen möglichen geradlinigen Flächen 

fUnften Grades. 

i 

Eine durch eine Erzeugende einer geradlinigen Fläche fünften Grades 
gelegte Ebene hat ausser der Erzeugenden mit der Fläche noch ein ebenes 
Gebilde vierten Grades gemein. 

Von den vier Durchschnittspunkten der Geraden mit diesem Gebilde 
ist nur einer Berührungspunkt der Ebene und der Flache; die anderen drei 
Durchschnittspunkte sind zugleich Doppelpunkte der Fläche, durch welche daher 
ausser der einen Erzeugenden noch je eine zweite Erzeugende hindurchgeht. 

Jede Erzeugende der Fläche wird also im Aligemeinen von drei an- 
deren Erzeugenden geschnitten, und es giebt daher unendlich viele Ebenen, 
welche durch zwei Erzeugende der Fläche hindurchgehen. 

Die Betrachtung dieser Ebenen bietet den Ausgangspunkt für unsere 
Untersuchung. 

Eine jede Ebene, welche durch zwei erzeugende Gerade einer gerad- 
linigen Fläche fünften Grades hindurchgeht, schneidet ausser den beiden Ge- 
raden noch ein Gebilde dritten Grades aus. Dieses Gebilde kann irreducibel 
sein oder selbst wieder zerfallen. 

Wenn überhaupt der Schnitt einer Ebene und einer irreduciblen gerad- 
linigen Fläche zerfällt, so kann er nur in eine gewisse Anzahl Erzeugende 
und einen irreduciblen Theil von der Beschaffenheit zerfallen, dass durch jeden 
Punkt desselben mindestens eine Erzeugende geht, vorausgesetzt, dass die 
Fliehe nicht eine Kegelfläche ist und der Schnitt durch dessen Mittelpunkt ge- 
führt wird. 

Die Kegelflächen schliessen wir von unserer Betrachtung aus. 

Im vorliegenden Falle kann der irreducible Theil sein eine einfache 
oder mehrfache Gerade, durch welche alle Erzeugenden der Fläche hindurch- 
gehen, ein Kegelschnitt oder eine Curve dritten Grades. 

A. Ist der irreducible Theil eine einfache Gerade, ein Kegelschnitt 
oder eine Curve dritten Grades mit einem Doppelpunkt, so gehört die gerad- 
linige Fläche zur ersten Klasse ? = 0). 

Es ist übrigens zu bemerken, dass auf einer irreduciblen geradlinigen 
Fläche von höherem als dem vierten Grade nur ein einfacher Kegelschnitt 
liegen kann, weil durch zwei einfache Kegelschnitte, welche Punkt für Punkt 
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eindeutig auf einander bezogen sind, slets eine geradlinige Fläche vierten 
Grades bestimmt wird. 

B. Ist der irreducible Theil eine Curve dritten Grades ohne Doppel- 
punkt, so gehört die geradlinige Fläche zur zweiten Klasse ((» - 1}. 

C. Eine besondere Betrachtung ist nun für den Fall anzustellen, dass 
auf der geradlinigen Fläche fünften Grades eine gerade Leitlinie vorhanden 
ist, welche eine mehrfache Linie der Fläche ist. 

a. Ist die Gerade eine zweifache, so schneidet jede durch dieselbe 
gelegte Ebene aus der Fläche drei Erzeugende aus, weil der Schnitt dieser 
Ebene ausser der zweifachen Leitgoraden keinen irreduciblen Theil mehr ent- 
halten kann. 

Durch jeden Punkt der Doppelgeraden geht nun entweder nur eine von 
ihr selbst verschiedene Erzeugende, und dann gehört die Fläche zur ersten 
Klasse, oder es gehen deren durch jeden Punkt zwei hindurch. 

Im letzteren Falle geht die Ebene dieser beiden Erzeugenden im All- 
gemeinen nicht durch die Doppclgerade hindurch. 

Gesetzt nämlich, dies wäro der Fall, so enthielte jede durch die Doppel- 
gerade gehende Ebene immer zwei Erzeugende, welche sich auf der Doppelge- 
raden schneiden, und eine dritte Erzeugende, welche nicht auch noch durch 
den Schnittpunkt der beiden anderen hindurchgehen kann, weil die Leitgerade 
nur eine zweifache ist. 

Diese dritte Erzeugende schneidet also die Doppelgerade in einem an- 
deren Punkte. Durch denselben muss noch eine zweite Erzeugende der Fläche 
gehen, die aber nicht mehr in der betrachteten Ebene liegen kann. Die Ebene 
der beiden durch den letztgenannten Punkt gehenden Erzeugenden enthält also 
die Doppelgerade nicht. Die Voraussetzung, dass die Ebene der zwei durch 
denselben Punkt der Doppelgeraden gehenden Erzeugenden die Doppelgerade 
stets enthalten könne, ist demnach für den Fall einer irreduciblen Fläche als 
nicht zulässig erwiesen. 

Betrachten wir nun den Schnitt der Ebene, welche die zwei durch den- 
selben Punkt der Doppelgcraden gehenden Erzeugenden enthält, so kann diese 
keine drille Erzeugende mehr enthalten, weil diese auch durch die Leitgerado 
tiehon müsste. welche der Voraussetzung zufolge nur eine doppelte Linie der 
Flflcho ist. Diese Ebene schneidet daher aus der Fläche entweder eine irre- 
ducible Curve drillen Grades (s. A. und B.) oder eine dreifache Gerade aus. 

Legt man im letzten Falle, in welchem die Fläche eine zweifache und 
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eine dreifache Leilgerade hat. durch eine Erzeugende der Fläche eine Ebene, 
welche keine der beiden geraden Leitlinien enthält, so schneidet sie ausser 
der Erzeugenden aus der Fläche eine ebene Curve vierten Grades aus, welche 
in dem Punkte, in welchem die Ebene von der dreifachen Geraden geschnitten 
wird, einen Doppelpunkt besitzt. 

Enthält nun die geradlinige Fläche keine doppelte Erzeugende, so hat 
die Curve vierten Grades keinen weiteren Doppelpunkt und gehört demnach 
zur dritten Klasse p = 2}; enthält die Fläche aber eine oder zwei Doppel- 
erzeugende, so gehört sie zur zweiten, beziehlich zur ersten Klasse, weil dann 
die Curve vierten Grades noch einen, beziehlich zwei Doppelpunkte erhält. 

Jede geradlinige Fläche fünften Grades, welche eine doppelte Erzeu- 
gende enthält, die nicht zugleich eine Leitgerade ist, enthält unendlich viele 
ebene Curven dritten Grades, welche von dem Ebenenbüschel ausgeschnitten 
werden, das die Doppelgerade zur Axe hat. 

b. Ist der von einer Ebene, welche zwei Erzeugende enthält, ausge- 
schnittene irreducible Theil eine dreifache Gerade, so können drei Fälle ein- 
treten: durch jeden Punkt derselben gehen entweder nur eine, oder zwei, 
oder drei von der Leitlinie verschiedene Erzeugende hindurch. 

Geht durch jeden Punkt der Leitlinie nur eine von derselben verschie- 
dene Erzeugende, so gehört die Fläche zur ersten Klasse. 

Gehen durch jeden Punkt derselben zwei von der Leitlinie verschie- 
dene Erzeugende, und geht die Ebene derselben nicht durch die dreifache 
Gerade, so schneidet diese Ebene aus der Fläche entweder eine irreducible 
Curve dritten Grades aus, — für eine besondere Lage möglicherweise einen 
Kegelschnitt, — oder eine mehrfache, — in diesem Falle doppelte, gerade 
Leitlinie aus. Beide Fälle sind bereits erledigt. 

Geht aber die Ebene der zwei Erzeugenden stets durch die dreifache 
Gerade hindurch, schneiden sich also die beiden von einer beliebigen durch 
die dreifache Gerade gelegten Ebene ausgeschnittenen Erzeugenden stets auf 
der dreifachen Geraden, so giebl es ausser dieser Geraden und möglicherweise 
vorhandenen Doppelerzeugenden keine mehrfache Linie auf der Fläche. 

Legt man in diesem Falle durch eine Erzeugende eine Ebene, so schneidet 
diese noch eine Curve vierten Grades aus, welche an der Stelle, wo die 
Ebene von der dreifachen Geraden geschnitten wird, einen Doppelpunkt be- 
sitzt. Die Fläche gehört also, wenn sie nicht Doppelerzeugende enthält, in 
die dritte Klasse [ 9 - 2). 

4* 



Digitized by Google 



28 



8chicar%, über die geradlinigen Flachen fünften Grades. 



Ist drittens die dreifache Gerade so beschaffen, dass durch jeden Punkt 
derselben drei von ihr verschiedene Erzeugende gehen, so muss eine Ebene 
existiren, welche zwei derselben enthalt, ohne die dreifache Gerade zu ent- 
halten; diese Ebene schneidet nun entweder eine irreducible Curve dritten 
Grades aus oder eine mehrfache (zweifache) Gerade, Falle, die bereits klassi- 
ficirt sind. 

Endlich gehört hierher noch der Fall, dass der ausgeschnittene irre- 
ducible Theil eine dreifache Gerade ist, mit welcher aber die eine Erzeugende 
stets zusammenfallt; die Fläche fünften Grades enthält dann also eine vier- 
fache Gerade. 

Jede Ebene, welche durch eine vierfache Gerade einer Fläche fünften 
Grades gelegt wird, schneidet aus der Fläche nur noch eine Gerade aus. Da- 
her ist jede Fläche fünften Grades mit einer vierfachen Geraden eine gerad- 
linige Fläche und gehört als solche zur ersten Klasse. 

Wir fassen nun die Ergebnisse der Untersuchung dieses Paragraphen 
wie folgt zusammen: 

Eine irreducible geradlinige Flüche fünften Grade*, welche keine Kegel- 
flache ist, ist entweder von der ersten, oder von der aweiten oder von der 
dritten (algebraischen) Klasse. 

Die Flächen der ersten und zweiten Klasse enthalten, mit einer gleich 
antugebenden Ausnahme, eine unendliche Schaar von Curven dritten Grades, 
und demnach ist eine solche Fläche geometrisch construirbar durch Vermittehmg 
zweier Curven dritten Grades, die eindeutig auf einander bezogen werden. 

Hiervon sind ausgenommen und es enthalten keine einzige irreducible 
Curve dritten Grades diejenigen Flächen der ersten Klasse, welche eine ein- 
fache gerade Leitlinie haben, durch deren jeden Punkt nur eine von der Leit- 

$. 2- 

Besondere Betrachtung der geradlinigen Flächen fünften Grade«, welche wir ersten 

ÄiVmamischen Klasse gehören. 

Die Gleichungen der beiden Ebenen, durch deren Durchschnitt für je- 
den Werth des Parameters / eine Erzeugende der geradlinigen Fläche be- 
stimmt wird, seien 

E =ar + bt m - 1 + ~+pt + q = 0 j 
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wobei a, b, ... q, a, V, . . . q homogene lineare Functionen der vier ho- 
mogenen Coordinaten darstellen. 

Die Elimination von / ergiebt eine homogene Gleichung, welche in Be- 
sag auf a, b, ... q vom Grade, in Bezug auf a, b', . . . q vom m ,rn 
Grade ist, stellt also eine Flache vom « + »"" Grade dar. 

Wenn die beiden Ausdrücke E und E' für jeden Werth von t nur 
eine Gerade, also für keinen Werth von t eine ganze Ebene darstellen, so 
kann die Eliminationsgleichung keinen ausserwesentlicben Factor enthalten. 

Stellen aber E und E' für einen Werth t = t u dieselbe Ebene dar, so 
geht die Gleichung derselben als ausserwesenllicher Factor in die Eliminations- 
gleichung ein. In diesem Falle denken wir eine Constante k so bestimmt, 
dass E-kE' für t = t„ identisch verschwindet, was stets möglich ist. E-kE' 
ist durch t-k, theilbar, so dass E—kE' = (/—«,,)£". An die Stelle der Ebene 
E = 0 setzen wir nun die Ebene E" = 0. Hiermit fahren wir so lange fort, 
bis kein Werth von t mehr übrig ist, für den beide Ausdrücke gleichzeitig 
eine ganze Ebene darstellen. 

Die Möglichkeit, dass die Eliminationsgleicbung, welche jetzt keinen 
ausserwesentlicben Factor mehr enthalten kann, eine Potenz sei, d. h. dass 
jede Erzengende durch beide Gleichungen für mehr als einen Werth von / 
dargestellt werde, schliessen wir hier aus, da wir wissen, dass die zu be- 
trachtenden Flachen so dargestellt werden können, dass jeder einfachen Er- 
zeugenden nur ein Werth des Parameters entspricht. 

Soll also die Eliminationsgleichung irreducibel und vom fünften Grade 
sein, so ist m + n gleich 5 zu setzen. Es sind demnach nur die beiden Fülle 
zulässig : 

jm = 4; E = al* + bi , +ce+dt+e = 0, 
fü = i; E'=pt + q = 0, 

jm = 3; E =ae+be+b't+a , = 0, 
( ^ f» = 2; E'=pf + qt+r = 0. 

A. Da der Grad einer geradlinigen Fläche durch reeiproke Verwand- 
lung nicht geändert wird, ist es erlaubt, von diesen Ebenengebilden gleich 
zu den entsprechenden Punktgebilden überzugehen. Wir erhalten also fol- 
gende Sätze: 

einer 

Curve vierten Grades, welche iu der rationalen Klane gekört, ein eindeutige» 
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gegenteilige* Entsprechen, so ist der geometrische Ort der Verbindungslinien 
entsprechender Punkte eine geradlinige Fläche fünften Grades. 

II". Derselbe Satz gilt, wenn man gleichzeitig an die Stelle der Geraden 
einen Kegelschnitt und an die Stelle der Curre vierten Grades eine Curve 
dritten Grades setzt. 

Ein solches Entsprechen kann geometrisch in allgemeinster Weise durch 
mannigfaltige Beziehungen, z. B. dadurch hergestellt werden, dass man sich 
den Kegelschnitt und die Raumcnrve drillen Grades auf demselben Kegel 
zweiten Grades denkt und die Punkte beider durch die Seilen des Kegels ein- 
deutig einander zuordnet. 

Als Grenzfall ist besonders zu belrachten der Fall, in welchem der 
Kegelschnitt zu einer doppelten Geraden wird. 

II*. Ordnet man den Punkten einer Curve dritten Grades, welche zur 
rationalen Klasse gehört, in der Weise die Punkte einer Geraden tu, dass 
jedem Punkte der ersteren ein Punkt der letzteren, jedem Punkte der letzteren 
aber zwei Punkte der ersteren entsprechen, so ist der geometrische Ort der Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte eine geradlinige Fläche fünften Grades. 

Setzt man im zweiten Falle an die Stelle der Ebene E' eine Ebene 
E+k{t-QE' = 0, so gelangt man, dem Vorigen entsprechend, zu dem Satze: 

II. Man erhält eine geradlinige Fläche fünften Grades, wenn man die 
Punkte zweier Cureen dritten Grades, welche zur rationalen Klasse gehören, 
eindeutig auf einander bezieht, einen Punkt der einen mit dem ihm entsprechen- 
den Punkte der anderen zusammenfallen lässt und die entsprechenden Punkte 
durch gerade Linien mit einander verbindet. 

Aus den angestellten Betrachtungen geht hervor, dass jede geradlinige 
Fläche fünften Grades, welche zu der rationalen Klasse gehört, durch eine der 
angegebenen Constructionen I. MM? IL, oder I., 11°., II* erhalten werden kann. 

B. Wir wollen uns nun mit der Doppelcurve der betrachteten Flachen 
etwas beschäftigen und darauf i C) einige Fälle, in denen sie reducibel wird, 
näher ins Auge fassen, ohne uns jedoch hierbei ein Erschöpfen des Stoßes 
zum Ziele zu setzen. Die einzelnen Arten der geradlinigen Flächen fünften 
Grades, die sich durch die Betrachtung der Doppelcurve ergeben, bezeichnen 
wir in jeder Klasse der Reihe nach durch beigesetzte römische Ziffern. 

In dem ersten Falle (s. die Gleichungen auf der vorigen Seite) ist 
dio Gerade p = 0, q - 0 eine vierfache Gerade der Fläche. — (I.) 
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In dem zweiten Falle ist die Gleichung der Fläche 
a b b' a' 0 
0 a b b' a' 
p q r 0 0 = 0. 
0 p q r 0 
0 0 p q r 



Durch theilweise Elimination erhält man die 

(aq-bp)e+iar-b'p)t-a'p - 0, 
arf + (br-a'p)t + b'r-a'q = 0; 
es lässt sich also die Gleichung der Fläche auch in folgende Form setzen 

aq — bp ar—b'p —a'p 

p q r = 0. 

ar br—a'p b'r-a'q 

Indem man fortfährt, zwischen den beiden soeben erhaltenen Gleichungen, 
welche in Bezug auf t vom zweiten Grade sind, und der Gleichung E' = 0 
zu eliminiren, erhält man folgende Gleichungen 

<fit+<P> = 0, 
9»t+9» = 0 ! 
</> 3 /+y« = °> 

wenn man die Ausdrücke 

(aq-bp)q-{ar-b'p)p, 
(aq-bp)r + a'p 2 = aqr-{br-a'p)p, 
{ar — b'p)r + a'pq = ar 1 — {b'r-a'q) p, 

(br-a'p)r-(b'r-a'q)q 

der Reihe nach mit y n yj, y 3 , y 4 bezeichnet. Die Gleichung der Fläche 
erscheint nun unter den Formen 

<fl-<fi<Ps = 0, 
9t9*— 9*9» — 0« 
9%-9*9* = o, 

in welchen sie mit den ausserwesentlichen Facloren /> = 0, 0 = 0, r = 0 be- 
haftet ist. 

Aus den identischen Gleichungen 

r9t—f9*+P9» = °i 
rVi-qVt+py* = 0 
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geht hervor, dass die Flächen a>, = 0, = 0, = 0, y + = 0 durch dieselbe 
Curve hindurchgeben, wenn diejenigen reduciblen Theile ihrer Durchschnitte 
ausgeschlossen werden, die in den Ebenen p = 0, 9 = 0, r = 0 liegen ; ferner 
geht aus denselben, in Verbindung mit den Gleichungen der Fläche, hervor, 
dass diese allen vier Flächen gemeinschaftliche Curve eine Doppelcurve der 
Fläche ist. 

Die Flächen <p 7 = 0 und </>, = 0 haben drei gerade Linien gemein- 
schaftlich: 

p = 0, r = 0, 
p = 0, a = 0, 
r = 0, a = 0, 

also ist die Curve, welche sie ausserdem gemeinschaftlich haben, vom sechsten 
Grade; dieselbe hat im Punkte p — O, q — Q, r = 0 einen dreifachen Punkt, 
weil durch diesen Punkt, der für die Flächen (f 2 = 0 und <p } 0 ein Doppel- 
punkt, also für deren Durchschnitlslinie ein vierfacher Punkt ist, nur eine der 
drei den beiden Flächen gemeinschaftlichen Geraden geht. 

Die Fläche tf\— = 0 wird umhüllt von der Flächenschaar 

y./ , + 2y J / + y J = 0; 
jede dieser Flächen dritten Grades schneidet die geradlinige Fläche fünften 
Grades in der Doppelcurve sechsten Grades, berührt dieselbe längs einer Er- 
zeugenden und geht ausserdem noch durch eine Erzeugende der Fläche hin- 
durch. Dasselbe gilt für die Flächenschaar 

<p l ( t +2<p i t+<f t = 0. 

Jede Erzeugende der Fläche schneidet dreimal die Doppelcurve, also kann 
diese nicht auf einer Fläche zweiten Grades liegen, weil sonst jede Er- 
zeugende der Fläche zugleich Erzeugende der Fläche zweiten Grades sein 
müsste. — Durch jeden Punkt der Curve gehen zwei Erzeugende, von denen 
jede die Curve noch zweimal schneidet; der Kegel fünften Grades, welcher 
die Doppelcurve zur Leitlinie und einen Punkt derselben zum Mittelpunkt hat, 
enthält also zwei doppelle und eine dreifache Erzeugende wegen des drei- 
fachen Punktes; die Curve sechston Grades gehört also im Allgemeinen zur 
Klasse p = 1. 

Da auch eine vierfache Gerade für eine Doppelcurve sechsten Grades 
zählt, so haben wir den Satz: - 

Alle geradlinigen Flächen fünften Grade* und erster Kieme haben eine 
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Doppelcurve tom sechsten Grade, weiche uothwendig einen dreifachen Punkt 
besiM. - (II.) 

Derselbe lässt sich wie folgt umkehren: 

Jede irreducible Fläche fünften Grades mit einer Doppelcurve sechsten 
Grades ist eine geradlinige Fläche. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ist evident, wenn die Doppelcurve sechsten 
Grades eine irreducible ist, denn in diesem Falle giebt es, vorausgesetzt, dass 
die Doppelcurve nicht einen vierfachen Punkt hat, unendlich viele gerade 
Linien, welche die Doppelcurve in drei distincten Punkten schneiden, mit der 
Flache sechs Punkte gemein haben und daher ganz auf der Flache liegen 

Der Kegel nämlich, für welchen eine Raumcurve Leitlinie ist, und 
dessen Mittelpunkt ein Punkt der Curve ist, hat für alle Raumcurven von hö- 
herem als dem vierten Grade Doppelkanten. Unter diesen sind , wenn der 
Punkt auf der Curve nicht in singulärer Lage gewählt wird, und die Curve, 
ist sie vom fünften Grade, nicht etwa einen dreifachen Punkt, ist sie vom 
sechsten Grade, nicht etwa einen vierfachen Punkt, ist sie vom n"" Grade, 
nicht einen (» — 2; fachen Punkt besitzt, jedesmal solche enthalten, welche die 
Curve in drei distincten Punkten schneiden. 

Eine Doppelcurve sechsten Grades mit einem vierfachen Punkte kann 
aber eine irreducible Fläche fünften Grades aus dem Grunde nicht haben, weil 
der vierfache Punkt der Doppelcurve zugleich ein vierfacher Punkt der Flache 
und der Kegel zweiten Grades, auf welchem die Curve liegt, reducibler Theil 
der Fläche sein würde. 

Diese Schlussweise kann nicht ohne Weiteres auf alle Fälle ausge- 
dehnt werden, in denen die Doppelcurve sechsten Grades in Curven niederer 
Grade zerfallt; eine genauere Untersuchung zeigt aber, dass der obige Satz 
auch in diesen Fällen noch richtig bleibt. 

C. Die Doppelcurve sechsten Grades der geradlinigen Flächen fünften 
Grades und erster Klasse kann nun auf mannigfache Weise zerfallen. 

Einige der hierbei möglichen Fälle wollen wir hier näher betrachten. 

Es sei zunächst auf der Fläche eine dreifache Leitgerade vorhanden. 

Sind pi — 0 und q, = 0 die Gleichungen zweier durch die dreifache 
Leitgerade gehenden Ebenen, so lässt sich jede andere durch dieselbe gehende 
Ebene durch die Gleichung + =0 darstellen. 

Eine solche Ebene schneidet aus der Fläche zwei Erzeugende aus, 
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<t« «ob der Leitgeraden im Allgemeinen verschieden sind; zu jedem Werthe 
Ä, gehören also zwei Werthe von zu jeder Erzengenden, also auch 
ra jedem Werthe von /, gehört aber nur eine Ebene, die durch die Leitge- 
rade geht, also auch nur ein Werth von 1,. 

Hieraus folgt, dass A, eine rationale Function zweiten Grades von t, ist. 
Die zwischen 1, und /, bestehende Gleichung kann man durch lineare 
Substitution beider Variabel» auf die Form 

i = t 2 

bringen. Denkt man sich dies ausgeführt, so erhält man als allgemeine Glei- 
chungen einer geradlinigen Fläche fünften Grades mit einer dreifachen Leit- 
geraden 

pP+q = 0, 
or 1 +bf+ b't +a' = 0; 
(aq-b'p)t + (bq-o'p) = 0. 
(aq — b'p?q + {ap — bqyp = 0. 

Die beiden Ebenen p — 0 und q = 0 berühren die Flache jede längs einer 
Geraden. 

[Gehen durch jeden Punkt der dreifachen Geraden nicht drei, sondern 
nur zwei oder nur eine von derselben verschiedene Erzeugende, so ist die 
dreifache Gerade eine besondere Lage der Erzeugenden oder eine Doppel- 
erzeugende der Fläche, und die Gleichung of + bf + b't+a' = 0 muss dann 
für einen oder für zwei Werthe von / eine durch die dreifache Gerade ge- 
hende Ebene darstellen, oder die Form haben: 

(ae+bt + clil-U + ap+ßq = 0, 
(a/+6)(<-O(<-/,) + («p-f^)/-ra,0+^ W = 0.] 

Ausser der dreifachen Geraden p = 0, q = 0 enthält die Fläche als 
Doppelcurve die Raumcurve dritten Grades, in welcher sich die Flächen 
o?-6> = 0, bq-ap = 0, oo*-66' = 0 

schneiden; dieselbe hat mit der dreifachen Geraden zwei Punkte gemein. — (III.) 

Diese Curve dritten Grades kann nun in einen Kegelschnitt und eine 
Gerade oder in drei Gerade zerfallen. 

Damit dieselbe in einen Kegelschnitt und eine Gerade zerfalle, ist noth- 
wondig und hinreichend, dass die beiden Flächen aq—b'p = 0 und bq—ap=0 
•unter der Geraden p — 0, q = 0 noch eine Gerade der anderen Schaar ge— 
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mein haben; wird diese durch die Ebene ^,4-^ = 0 ausgeschnitten , so hat 
man die identische Gleichung 

Unter dieser Voraussetzung ist, ebenfalls identisch, 

aq-b'p = * u {bq-a'p)->r{a-x ü b-n i) p){pi v -\-q\ 
und es liegt der beiden Flächen gemeinschaftliche Kegelschnitt in der Ebene 
o—x v b—fi„p = s = 0. 

Wir haben dann als Gleichung der Fläche 

[»(pK+q)+Mbq-a'p)rg+(bq-a'pyp = 0. - (IV.) 

Die Gerade = 0, a' + bK = 0 ist in diesem Falle eine doppelte Erzeu- 

gende der Fliehe. 

Haben beide Flächen zweiten Grades aq— b'p = 0 and bq—a'p = 0 vier 
Gerade gemein, zwei von jeder Schaar, so ist diejenige Gerade, welche mit 
p = 0, q = 0 zu derselben Schaar gehört, eine zweifache Leitlinie, während 
die beiden anderen Doppelerzeugende der Fläche sind. 

Wir erhalten die allgemeine Gleichung dieser Fläche aas der vorigen, 
wenn wir die Bedingung hinzufügen, dass die Ebene t = 0 durch zwei Er- 
zeugende der Fläche bq~a'p = 0 hindurchgehen soll. 

Wird die eine derselben ausgeschnitten durch die Ebenen pl t -f q = 0, 
a 0, so hat die Gleichung der Ebene * die Form 

und diese Ebene schneidet die Fläche noch in der Geraden 
, = 0, a(pK t +q)+ft{o l +bl n ) = r = 0. 

Dann ist identisch 

bq-a'p = jjgr^j i»{pK+q)-r(pl, + q)]. 

Schreibt man nun p für pK+q, q' für so erhält die allgemeine Glei- 

chung der Fläche die Form: 

W t -vq'ryq + (Sp',-v'q'rfp = 0, 

worin /i, v, pf $ S willkörliche Constanten bezeichnen; j> = 0, q = 0 ist die 
dreifache, r=0, *=0 die zweifache gerade Leitlinie, p'=0, r=0 und 7=0, 
* = 0 sind Doppelerzeugende der Fläche. — (V.) 

Die beiden Flächen zweiten Grades können sich auch längs der Ge- 
raden p = 0, o = 0 berühren, dann ist in dem Ausdrucke für $ die Constante 

5» 
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ß gleich Null zu Selzen, und wir erhalten als allgemeine Form der Gleichung 
der Fläche 

(rjbq-op) + ap' q yq + {bq-ap?p = 0. 

Dann enthält die Fläche neben der dreifachen geraden Leitlinie eine überall 
unendlich nahe zweifache gerade Leitlinie und ausserdem zwei in den Ebenen 
p' = 0 und q' = 0 liegende doppelle Erzeugende. Das Hyperboloid bq-a'p = 0 
berührt die Fläche längs der Geraden p = 0, 0 = 0 und schneidet diese als 
fünffache Gerade aus. 

Entwickelt man die obige Gleichung, so wird für jeden Punkt in der 
Nähe der Geraden p = 0, q = 0 nur das Glied 

(p+tqXbq-a'pj 

unendlich klein von der dritten Ordnung. Die Ebene p + x},q = 0 ist eine 
Tangentialebene der Fläche längs dieser Geraden; dieselbe schneidet aus der 
Fläche diese Gerade vierfach aus. 

Die beiden anderen Tangentialebenen der Fläche in jedem Punkte dieser 
Geraden fallen jedesmal mit der Tangentialebene der Fläche bq— a'p = 0 
zusammen. 

Man kann daher sagen, dass die betrachtete Fläche längs der Geraden 
p = 0, q = 0 des Hyperboloids bq~a'p = 0 sich selbst berühre. 

Jede durch die Gerade p-0, q = 0 gelegte Ebene schneidet aus der 
Fläche zwei sich auf der Leitgeraden schneidende Erzengende aus. Denkt 
man sich einen Theil der Fläche durch stetige Veränderung der einen dieser 
Geraden, einen zweiten durch stetige Veränderung der zweiten Geraden er- 
zeugt, so berühren sich beide Theile, und es rechtfertigt sich die gehrauchte 
Bezeichnung Selbutberührung für diese Singularität der Fläche. — 

Die hier betrachtete Singularität ist dieselbe, welche Herr Cayley in 
seinem Second ilemoir on Skew Sur face» otherwise ScrolU, Phil. Trans, vol. 154, 
(1865) pp. 559-577 als line twofold bezeichnet. 

Auf einen allgemeineren Fall als den betrachteten, der sich von ihm 
durch Wegfall der beiden Doppelerzeugenden unterscheidet, werden wir in 
§. 4 zurückkommen. 

Wir betrachten nun den Fall, in welchem die geradlinige Fläche 
fünften Grades eine doppelte Leitgerade hat. 

Durch eine Ueberlegung, welche der im vorigen Falle der dreifachen 
Leitgeraden durchgeführten ganz analog ist, zeigt man, dass man aus dem 
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allgemeinen Falle den vorliegenden erhält, wenn man festsetzt, dass die Ebenen 
a — Q, 6 = 0, b' = 0, a = 0 durch dieselbe Gerade gehen. 

Die Doppelcurve, welche die Flache ausser der doppelten Leitgeraden 
hat,- ist vom fünften Grade; dieselbe bat, ebenso wie im allgemeinen Falle 
die Doppelcurve sechsten Grades, einen dreifachen Punkt und liegt daher auf 
einem Kegel zweiten Grades, dessen Mittelpunkt dieser dreifache Punkt ist. 
In Folge dessen gehört sie zur rationalen Klasse und hat demnach ausser dem 
dreifachen Punkte noch drei scheinbare Doppelpunkte. Mit der doppelten 
Leitgeraden hat dieselbe zwei Punkte gemein. Umgekehrt ist jede Raumcurve 
fünften Grades mit den genannten Eigenschaften im Verein mit einer dieselbe 
zweimal schneidenden Geraden Doppelcurve einer geradlinigen Flache fünften 
Grades. - (VI) 

[Von jedem Punkte der Geraden gehen nflmlich zwei von der Geraden 
verschiedene die Curve fünften Grades zweimal schneidende Strahlen aus, und 
in jeder durch die Leilgerade gelegten Ebene liegen drei derselben.] 

Die Curve fünften Grades kann nun dadurch zerfallen, dass eine dop- 
pelte Erzeugende auftritt. Diese Doppelgerade muss, weil sie auf dem Kegel 
zweiten Grades liegt, durch den dreifachen Punkt hindurchgehen; der Rest 
der Doppelcurve ist eine Curve vierten Grades mit einem Doppelpunkt, welche 
von der doppelten Leilgeraden in einem Punkte geschnitten wird. Umgekehrt 
ist auch eine Raumcurve vierten Grades mit einem Doppelpunkte im Verein 
mit einer Geraden, von der sie einmal geschnitten wird, Doppelcurve einer 
geradlinigen Fläche fünften Grades, welche ausserdem eine doppelte Erzeu- 
gende enthalt. — (VII.) 

Wir nehmen nun an, die Doppelcurve sechsten Grades zerfalle, ohne 
dass sich Leitgerade unter den Theilen befinden. 

In zwei Curven dritten Grades kann die Doppelcurve sechsten Grades 
ans dem Grunde nicht zerfallen, weil die eine derselben von jeder Erzeugen- 
den zweimal geschnitten werden müsste. Diese Bestimmung würde die andere 
Raumcurve einfach lassen. 

Wir nehmen also an, die geradlinige Fläche habe einen doppelten Kegel- 
schnitt; der Rest der Doppelcurve ist eine Curve eierten Grades und swar tnit 
einem Doppelpunkte, durch welchen der doppelte Kegelschnitt hindurchgeht. 
Ausserdem hol der Kegelschnitt noch zwei Punkte mit der Raumcurve vierten 
Grades gemein. — (VIII.) 

Dies folgt daraus, dass die Doppelcurve einen dreifachen Punkt haben 
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rouss und daraus, dass die Ebene des doppellen Kegelschnitts, welche aus der 
Fliehe nur noch eine Erzeugende ausschneidet, keinen mehrfachen Punkt ent- 
halten kann, der nicht auf dem Kegelschnitt selbst liegt. 

Die genannten Bedingungen sind auch dafür hinreichend, dass ein Kegel- 
schnitt mit einer Raumcurve vierten Grades mit Doppelpunkt Doppelcurve einer 
geradlinigen Fläche fünften Grades sei. 

Da wir vorausgesetzt hatten, dass die Flache keine mehrfache gerade 
Leitlinie enthalte, enthalt sie entweder eine einfache gerade Leitlinie oder 
einen einfachen Leitkegelschnitt. 

Im ersteren Falle lassen sich die Gleichungen der Erzeugenden, wenn 
wir zu den reeiproken Gebilden übergehen, auf die Form 

at'+bf+c m 0, 
pt+q = 0 

bringen. 

Betrachtet man nun die einfache Leitgerade und die Doppelcurve vierten 
Grades als Leitlinien für einen Strahl, welcher die Leitgerade einmal und die 
Curve vierten Grades zweimal schneidet, so aberzeugt man sich, dass ausser 
der geradlinigen Fläche fünften Grades noch eine geradlinige Flache bestimmt 
wird, da die Curve vierten Grades zwei scheinbare Doppelpunkte hat und 
demnach von jedem Punkte der Leitgeraden zwei Strahlen ausgehen. 

Eine Gerade und eine Curve vierten Grades mit zwei scheinbaren 
Doppelpunkten bestimmen auf diese Weise im Allgemeinen eine geradlinige 
Flache achten Grades; denn jede durch die Gerade gelegte Ebene schneidet 
vier Doppelpunkte aus, entsprechend sechs Geraden, und die Gerade selbst ist 
eine doppelte. 

Liegen auf einer geradlinigen Fläche fünften Grades eine einfache Leit- 
gerade und eine Doppelcurve vierten Grade*, to geht durch diese beiden Linien 
noch eine geradlinige Fläche dritten Grades, ton der jede Erzeugende die Leit- 
gerade einmal und die Doppelcurve vierten Grades zweimal schneidet. 

Wir erhalten auch umgekehrt den Satz: 

Die einfache Leitgerade einer geradlinigen Fläche dritten Grades be- 
stimmt mit jeder Curve vierten Grades mit sieei scheinbaren Doppelpunkten, 
die auf der Fläche liegt, ausser der geradlinigen Fläche dritten Grades im Allge- 
meinen noch eine geradlinige Fläche fünften Grades mit doppeltem Kegelschnitt. 

Man kann bekanntlich auf jeder geradlinigen Flache dritten Grades 
beliebig viele solche Curven vierten Grades erhalten, welche alle einen Dop- 
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pelpunkt haben, indem man durch einen Kegelschnitt der Fläche, oder durch 
zwei auf der Doppelgeraden sich schneidende Erzeugende eine Fläche zweiten 
Grades legt; diese schneidet eine Curve der verlangten Beschaffenheit aus. 

Umgekehrt kann man durch jedo Ranmcurve vierten Grades mit einem 
Doppolpunkt beliebig viele geradlinige Flächen dritten Grades legen. Durch 
den Doppclpunkt ziehe man eine Gerade, so ist der geometrische Ort der 
Strahlen, welche die Gerade einmal und die Curve zweimal schneiden, eine 
geradlinige Fläche dritten Grades. 

Ganz analog kann man verfahren, indem man zwei Kegelschnitte, die 
sich in zwei Punkten schneiden, an die Stelle der Curve vierten Grades setzt. 

Die einfache Leitgerade der geradlinigen Fläche dritten Grades, die 
man erhält, bestimmt mit den beiden Kegelschnitten ausser dieser Fläche dritten 
Grades noch eine geradlinige Fläche fünften Grades, welche neben diesen bei- 
den Doppelkegelschnitten noch einen dritten Doppelkegelschntlt besitzt. — (IX.) 

Wir geben nun zur Betrachtung des anderen Falles Ober, in welchem 
die geradlinige Fläche einen einfachen Leitkegelschnitt und einen Doppel- 
kegelschnitt besitzt. Drücken wir die Coordinaten beider Kegelschnitte ra- 
tional durch je einen Parameter, t und s aus, so lassen sich dieselben stets 
80 wählen, dass die zwischen ihnen bestehende Gleichung die Form $ — i 1 hat. 

Gehen wir zu den reeiproken Gebilden Ober, so erhalten wir als Glei- 
chungen der Erzeugenden 

«tf+MM-c = 0, 
pf + qt +r = 0; 

die Ebenen, welche durch diese Gleichungen dargestellt werden, umhülle» die 
Kegel o 5 -4oc = 0 und q'-Apr = 0. 

Damit durch die beiden Gleichungen eine geradlinige Fläche fünften 
Grades bestimmt werde, ist erforderlich, dass für einen bestimmten Werth 
t — A, die beiden Kegel eine gemeinsame Tangentialebene haben, — oder 
dass ein Punkt des einen Kegelschnitts mit seinem entsprechenden Punkte im 
anderen Kegelschnitte zusammenfalle. Wir setzen also voraus, dass identisch 
die Gleichung stattfinde 

aß-t-Atf+c =x pG + qt„+r. 
Dann erhält man als gleichbedeutend mit den obigen Gleichungen die folgenden . 
E = [a (/ + Q + b -p] (f + U - q = 0. 
E =pf + qt+r = 0. 
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Betrachtet man nun den Durchschnitt der Fläche mit der Ebene q = 0, so er- 
gebt sich 

tf+tf+b-p = 0, 
K + r = 0; 

d. h. die Erzeugende, welche dem Werthe t - t t entspricht, geht durch den- 
selben Punkt der Ebene 9 = 0, durch welchen die dem Werthe / = — /, ent- 
sprechende Erzeugende geht; der von der Ebene 9=0 ausgeschnittene Kegelschnitt 

? = 0, piati+b-p)-ar=0, 

oder, wenn t» nicht gleich Null, 

9 = 0, pr—pc-ar& = 0, 

ist also ein Doppelkcgelschnitl der Fläche. 

Weil nun diese Fläche ebenso wie ihre reciproke einen Doppelkegel- 
schnitt enthält und ebenso allgemein ist, ist es nicht nölhig zu der reciproken 
zurückzukehren; wir bleiben also gleich bei dieser stehen. 

Die obige Formel zeigt, dass die Ebene q = 0 die Erzeugende aus- 
schneidet, welche sich für f-M, = 0, / = -/;, ergiebt: 

9 = 0, P C,-qt x> +r = 0, 
9 = 0, K+r = 0. 

Die Doppelcurve vierten Grades ergiebt sich als Durchschnitt der beiden Kegel 

f-*{pt>-qU+r) = 0, 
S-cipÜ-qtH+r) - 0, 

deren gemeinschaftliche Tangentialebene pQ>— ql,,+r = 0 ist, welche, wie ge- 
zeigt, die von der Ebene des doppelten Kegelschnitts ausgeschnittene Erzeu- 
gende enthält. Weil die beiden Kegel eine gemeinschaftliche Tangentialebene 
haben, so folgt, dass ihr Durchschnitt wirklich einen Doppelpunkt hat, wie 
wir schon vorher gescblossen. 

Dass der Doppelkegelschnitt 

q s» 0, pr — pc—artl = 0 

die Doppelcurve vierten Grades ausser in dem Doppelpunkte derselben p — 0, 
9 = 0, r = 0 noch in zwei ferneren Punkten schneidet, zeigt man analytisch 
wie folgt. 

Setzt man in den Gleichungen der beiden Kegel 9 = 0, so ist 
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r(r-c)-cpi> = 0; f = -~^- 

Hieraus 

_a r—e . 

p-atl ~~dl~'" P r ~P c ~ ar ^ = K) - 

Der Fall = 0, auf welchen wir ans den Fall /„ = <x> zurückgeführt denken, 
erheischt eine besondere Betrachtung, indem dann die Gleichung des zweiten 
Kegels identisch erfüllt ist. Setzt man jedoch für c seinen Werth 

c = r+qtu+(p — b)&— atf, 
so erhält die Gleichung des Kegels den identischen Factor lässt man diesen 
fort, so ergiebt sich eine Gleichung, welche auch für t,, = 0 einen bestimmten 
Sinn behalt und dann in q 7 -2rp+rb = 0 übergeht. 

Aus dem zweiten Kegel ergiebt sich für f = 0, 6 — 2p = 0. Diese 
Ebene schneidet die Ebene q = 0 in einer Geraden, deren Durchschuiltspunkte 
mit dem Kegel p'—ar auf dem Kegelschnitte qr = 0, p (b — p) — ar = 0 liegen. 

Es entsteht nun die Frage, welche Ebene schneidet aus der Flüche 
den einfachen Kegelschuitt aus? 

Der dreifache Punkt der betrachteten geradlinigen Fläche ist ein Punkt 
des doppelten Kegelschnitts, und zwar liegt derselbe auf der von der Ebene des 
doppelten Kegelschnitts aus der Fläche ausgeschnittenen Geraden: also ist 
die dreifache Tangentialebene der Flüche eine Tangentialebene des umschrie- 
benen doppelt berührenden Kegels 6'-4oc = 0 und enthüll die durch dessen 
Mittelpunkt gehende Erzeugende der Fläche. 

Hiernach erhält man folgende Construction der dreifach berührenden 
Ebene: vom Mittelpunkte a 0, 6 = 0, c - 0 des doppelt berührenden Kegels 
6'— 4oc = 0 lege man an den einfach berührenden Kegel q 1 — 4/>r = 0 die 
beiden Tangentialebenen. Die eine derselben, ptf-f qt„-r r=0, ist beiden Kegeln 
gemeinschaftlich. Der anderen entspricht eine bestimmte Tangentialebene des 
Kegels b 7 — 4oc = 0, welche aus derselben eine durch den Punkt o = 0, 6=0, 
e = 0 gehende Erzeugende ausschneidet. Die zweite durch diese Erzeugende 
gehende Tangentialebene des Kegels b 7 -4ac = 0 ist die dreifach berührende 
Ebene der Fläche, welche aus derselben drei Erzeugende und einen einfachen 
Kegelschnitt ausschneidet. 

Da im allgemeinen Falle der einfache Kegelschnitt mit der Doppelcorve 
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sechsten Grades drei Punkte gemein hat und derselbe im vorliegenden Falle 
mit dem Doppelkegelschnitt einen Punkt gemein hat, so hat derselbe mit der 
Doppelcurve vierten Grades zwei Punkte gemein. 

Ein Kegelschnitt, welcher mit einer Raumcurve vierten Grades mit zwei 
scheinbaren Doppelpunkten zwei Punkte gemein hat, bestimmt mit derselben 
im Allgemeinen eine geradlinige Fläche sehnten Grades. 

Wir erhalten also den Salz: 

Liegen auf einer geradlinigen Flache fünften Grade« ein einfacher Kegel- 
schnitt und eine Doppelcurve vierten Grades, so geht durch diese beiden^ Linien 
noch eine zweite geradlinige Flache fünften Grades hindurch, von der jede 
Erzeugende dm Kegelschnitt einmal und die Doppelcurve vierten Grades zwei- 

Zu den geradlinigen Flächen fünften Grades, welche einen doppelten 
Kegelschnitt und eine Doppelcurve vierton Grades besitzen, gehören auch die 
abwickelbaren Flachen fünften Grades. 

[Die Doppelcurve der abwickelbaren Flächen muss jedesmal zerfallen 
in die Rückkehrkante und eine eigentliche Doppelcurve; die letzlere fehlt nur 
hei den abwickelbaren Flächen vierten Grades. Da auf einer abwickelbaren 
Fläche überhaupt eine Leilgeradc nicht vorhanden sein kann, so müssen die 
abwickelbaren Flächen fünften Grades sich unter denen befinden, bei welchen 
ein Kegelschnitt reducibler Theil der Doppelcurve ist.] 

In Betreff der abwickelbaren Flächen fünfler Ordnung sei es gestaltet, 
auf die schon genannte Arbeit des Verf. zu verweisen, wo auch die Literatur 
über dieselben möglichst vollständig angegeben ist. 

Wir benutzen die abwickelbaren Flächen, um den letztgenannten Salz 
an einem Beispiele /n crläulern, und stellen zu diesem Zwecke vorher einige 
auf dieselben bezüglichen Gleichungen zusammen. 

Gleichung der umhüllenden Ebene: 

ot*+Ut 1 +Gci l + e — 0. 

Jede Erzeugende liegt ferner auf den Ebenen: 

aC^bt +3c = 0, 
bt l \ 3d*+ e m 0. 
af ~6ct'-3e = 0. 

Die Rückkehrkante ist Durchschnitt der Kegel 

06+3^ = 0, 36'-4or = 0. 
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Doppelter Kegelschnitt 6= 0. ae- dc* - 0. 

Einfacher Kegelschnitt e = 0, 3«c— 26 } = 0. 

Gleichung der abwickelbaren Fläche: 

o(oe + 3c , ) , -6c(a^•4•3« I )( 3 * 1 - /|ö^, )-3e(36 ^ -4ac) , = 0 

Durch einen Punkt des einfachen Kegelschnitts a : 6 : c : e — G : — 3/ : t : 0 legen 
wir eine durch die Doppelcurve vierten Grades gehende Fläche zweiten Grades 

(ae+3c 1 )-< , (36 , -4ac) = 0. 

Die Tangentialebene derselben in dem betrachteten Punkte ist 

2n/ 4 4-96/ , + 15c/ T -f-3e = 0. 

Dieselbe schneidet aus der Fläche zweiten Grades zwei Gerade aus. welche 
beziehlich in den Ebenen o/'-f 36/+3c - 0 und 2aC-\-3bt-3c = 0 liegen. 

Jede dieser beiden Geraden schneidet den einfachen Kegelschnitt ein- 
mal und tiie Doppelcurve vierten Grades in zwei unendlich nahen oder ge- 
trennten Punkten. Die erste Gerade gehört der abwickelbaren Flache an, die 
zweite aber erzeugt die geradlinige Fläche fünften Grades 

2a/N-96/ 1 -i-15c/ , + 3e = 0, 

2a f +36/ - 3c =0, 

Aal* -24c/ 1 -de = 0, 
26/ 3 + 6cf + e = 0. 
Die Ebene 6 = 0 schneidet den doppelten Kegelschnitt der Fläche aus 6 = 0, 
ac+9c 7 = 0. Die Gleichung der geradlinigen Fläche ist 

4a(ac+3f 7 ) J -24c(ae+3 C 5 ;;36 , -4ac)-3e(36'-4 < w;) 1 = 0. 

Die Doppelcurve vierten Grades der betrachteten Flächen kann nun 
selbst wieder in zwei Kegelschnitte zerfallen, so dass dann die geradlinige 
Fläche fünften Grades drei doppelte Kegelschnitte besitzt. 

Die Bedingnng hierfür stellen wir folgendermaßen auf. 

Zwischen den sechs AubdrQcken a, b, c, p, tj, r besteht der Voraus- 
setzung zufolge die eine identische Relation 

atf + 6/J + c = p/5 -|- ?Aj + r; 
weil es aber bloss vier homogene, von einander unabhängige Coordinalen giebt, 
so giebt e9 zwischen diesen sechs Ausdrücken noch eine solche identische 
Relation, welcho wir gleich in die Form 

a'a-fc = ip-\-uq + vr 

setzen können. 

6* 
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Wir erhalten au« den Gleichungen der beiden Kegel, welche durch 
die Doppelcurve hindurchgehen, 

p'-ap^-q^r) = 0, 
f-c'pZ-q^r) - 0 

diejenige des drillen durch die Doppelcurve gehenden Kegel« zweiten Grades 

mit der Spilze p = 0, q = 0, r = 0, 

«y-yV-'/n + ^+KrXK-^+r) = 0. 

Die Richtung der Tangenten der Curve im Doppelpunkt wird gegehen durch 
die Gleichungen 

p^-^+r-O, ay-/r J = 0, 
ap + yr = 0, ap~yr = 0. 

Wenn also die Curve vierten Grades in zwei Kegelschnitte zerfällt, mithin 
die Gleichung u 1 p 1 -y , r 2 - f ip + pq +*r)(|<-f4+r)»0 das Product zweier 
linearen Facloren ist, so müssen dieselben die Form haben 

ap - yr + o {pH - qt,, + r) =0, 
ap + yr -rO t (pH~qt,,-{-r) = 0. 
Wenn wir die Producta identificiren, ergiebt sich 

«(r> + ",)p + y('>-a,)r + oo l (pti-qt u +r) = -{ip + fiq + vr}, 

= "i = ^T» «(»+ = <>, y(a- JL-)+ v + J[L = 0. 
Finden diese Gleichungen statt, d. h. ist 

für irgend welche Werlhe von a, /i, a, so zerfällt die Doppelcurve vierten 
Grades in zwei Kegelschnitte, die zwei Punkte gemein haben. 

Es giebl also geradlinige Flächen fünften Grade* mit drei doppelten 
Kegelschnitten. Diese drei Kegelschnitte haben einen Punkt gemein und schnei- 
den sich sm je «treten in noch je einem Punkte. — (IX.) 

Oder umgekehrt: 

Legt man in die drei Seitenflächen p, q, r eines Tetraeders pqrs je 
einen Kegelschnitt, der durch die Ecken der Seitenflächen desselben hindurch- 
geht, so sind diese drei Kegelschnitte im Allgemeinen die tollständige Doppel- 
curve einer geradlinigen Fläche fünften Grades. 

Es ist auch möglich, dass die drei Punkte, in welchen sich die drei 
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Kegelschnitte zu je zweien schneiden, in einen zusammenfallen, dass also die 
Ebenen der drei Kegelschnitte durch dieselbe Gerade gehen. 

In diesem Punkte haben jedoch die drei Kegelschnitte nothwendig eine 
gemeiuschaftliche Tangentialebene, während sie eine solche in dem anderen, 
ihnen*gemeinsamen Punkte nicht haben dürfen, weil sonst die Flache zweiten 
Grades, auf welcher die drei Kegelschnitte in diesem Falle liegen würden, 
ein reducibler Theil der geradlinigen Fläche fünften Grades sein würde. 

Eine solche Fläche hut nun im Allgemeinen einen einfachen Leit- 
kegelschnitt, welcher mit je zweien der Doppelkegelschnitle noch je eine 
zweite geradlinige Fläche fünften Grades bestimmt. — 

Ein anderer Grund des Zerfallens der Doppelcurve sechston Grades 
der atigemeinen geradlinigen Fläche fünften Grades und erster Klasse ist der, 
dass Doppelerzeugende auftreten. 

In dem Falle, dass sich auf der Fläche eine gerade Leitlinie befindet, 
durch deren jeden Punkt nur eine Erzeugende geht, kann eine Doppelerzeu- 
gende nur auftreten, wenn sie mit der Geraden zusammenfällt. 

Ist auf der Fläche ein einfacher Kegelschnitt vorhanden, so muss 
die Doppelerzeugende, wenn eine solche vorhanden, in der Ebene dieses 
Kegelschnitts liegen; mehr als eine solche kann es in diesem Falle nicht 
geben. — (X.) 

Eine geradlinige Fläche fünften Grades kann auch eine dreifache Er- 
zeugende haben. 

Jede Ebene, welche durch eine dreifache Erzeugende einer geradlini- 
gen Fläche fünften Grades geht, schneidet aus der Fläche noch ein Gebilde 
zweiten Grades aus. Da nun, wie oben bemerkt, auf einer geradlinigen Fläche 
fünften Grades höchstens ein einfacher Kegelschnitt liegen kann, so müssen diese 
Gebitde zweiten Grades in zwei Gerade zerfallen, und es ist daher die dreifache 
Gerade zugleich eine gerade Leitlinie für die Erzeugenden der Fläche; als solche 
kann dieselbe nur vom ersten Grade sein; da mit ihr die Erzeugende dreimal 
zusammenfällt, so ist diese Linie überhaupt eine vierfache Gerade der Fläche. 

§. 3. 

Besondere Betrachtung der zur zweiten Riemanmuhen Klasse gehörenden 
geradlinigen Flächen fünften Grades. 

In der allgemeinen Betrachtung der geradlinigen Flächen fünften Grades 

ist gezeigt worden, dass die Flächen der zweiten Klasse stets eine unendliche 

Schaar von Curven dritten Grades ohne Doppelpunkte enthalten. 



Digitized by Google 



46 



Schwan, über die geradlinigen Flächen fünften Grades. 



Es ist also hier die Aufgabe zu lösen, zwei ebene Curven dritten 
Grades, — die nicht in derselben Ebene liegen, — in allgemeinster Weise 
reciprnk »o aufeinander zu beziehen, dass einem jeden Punkte der einen ein 
Punkt der anderen entspreche. 

Damit dann durch die geraden Verbindungslinien entsprechender Punkte 
beider Curven eine geradlinige Flüche des fünften Grades bestimmt werde, 
ist erforderlich, dass ein Punkt der einen Curve zusammenfallt mit dem ihm 
entsprechenden Punkte der anderen Curve. 

Wir lösen die genannte Aufgabe durch reiu algebraische Retrachtungen. 

Die beiden Curven dritten Grades seien in ihren Ebenen gegeben durch 
die Gleichungen 

x:y :* = 1 : / : v>, (I); yV = 
u : e : w — 1 : * : /Vt(*)i Vi* ~ 4* J — ^i* — 
Jedem Werthe von / entsprechen zwei Punkte der ersten Curve; jedem 
Punkte der ersten Curve soll ein Punkt der zweiten Curve entsprechen, 
jedom Punkte der zweiten Curve entspricht ein Werth von *; also entsprechen 
jedem Werthe von t zwei Werthe von *. Ebenso wird gezeigt, dass jedem 
Werth« von * zwei Werthe von t entsprechen. Es besteht also zwischen * 
und / eine Gleichung, die in Bezug auf beide vom zweiten Grade ist: 

p + 2gs-rh = ff + 2g't + k' =0. 

j . r 

Den Wertben von /, für welche !/>,(/) = 0 ist, sowie dem Werthe t=nc ent- 
spricht nur ein Punkt der Curve, also auch nur ein Werth von s; es darf 
sich daher auch nur ein Werth von * aus dieser Gleichung ergeben; also ist 
die Discriminante g 1 — fh von ^,(1) nur durch einen constanteu Factor ver- 
schieden; dasselbe gilt für g'^—f'k' und V'j(*)- 

Bezeichnen wir den Werth von $, der dem Werthe t — 00 entspricht, 
mit *,„ und mit den Werth von /, der dem Werthe $—no entspricht, — 
den Fall, dass die Werthe fsto, / = x einander entsprechen, betrachten 
wir nachher gesondert — , so hat die Gleichung die Form 

(I- -Q 7 (s- *»y+ Glieder, die s und t ! nicht mehr enthalten: 
| / - („? (« - •„)' - 2a (/- A.) (f - «,,) - 46 ( t - O - 4c > - *,,) + d = 0, 
[(< — A.) (*—«,,) — a] J -- 46 (/ - 1 0 ) - 4c >—*.,) + d = 0. 
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Dio Discriminanten sind 

4n (t - Q 3 ~ d* (t- 0*+4«6(l -t v ) + 46', 

4/i (# — i„) — <T (* — «,) 7 + 4ac (* — *„) -f 4c 1 . 
Die Constante b kann nicht gleich Null worden, ohne dass c gleichzeitig Null 
wird; sousl wäre * rational ausdruckbar durch / und \'4e(t— Q- (f und nicht 
durch / und y'i/'/. .Wir nehmen an, weder b noch c sei gleich Null; dann 
kann man durch die Substitution / — fu — *(/'— /,,), *-*„ = A (*'—*,',) und zweck- 
mässige Wahl von x und /. bewirken, dass in der neuen Gleichung // = c' 
wird; wir schreiben also, ohne der Allgemeinheit Abbruch zu thun 

[(<-/„)(# -HO- «]*- 46 -46 (/-/„) + db = 0. 

Die nolhwendigcn und hinreichenden Bedingungen dafür, dass die Dis- 
criminanteu in reducirter Form auftreten, sind 

d = --12/„; 
Die Discriminanten sind dann 

6[4/ 3 -(12/ l 5 ) -4o)/-(-8tf+2a( 11 -46)], 
b [4* J ~ (12A a ,- 4a)*- - (-«»+ 2a/ () -46)] , 
also haben beide Curven dieselben Invarianten, und es ist = y,(/) *). 

Hieraus folgt, dass die beiden Curven dritten Grades einander pro- 
jectivisch sind, d. h. dass die eine als eine Centralprojection der andereu an- 
gesehen werden kann, weil die Gleichung der einen in Bezug auf die homo- 
genen Coordinalen x : y : * 

£x — 4y i -g 1 ffx'-g s x i 
übereinstimmt mit der Gleichung der anderen 

tp 7 « = 4t 5 --yj*)« J — yj« 1 
in Bezug auf die homogenen Coordinaten «:©:«?. 
Wir haben also den Satz: 

Alle Curven dritten Grades, welche auf einer geradlinigen Fläche fünften 
Grades und Streiter Klasse liegen, können aus demselben Kegel dritten Grades 
umgeschnitten werden. 

Setzen wir 

&[4/ s -(12tf-4a)f-(-86+2«A,-4&)] =* *■ V'(0 = H**- 
so ergiebi sich 

•) Dies würde sieb auch aus den Sätzen de» Herrn Aronhold (Monatsberichte der 
Acod. der Wissensch. 1861, pag. 4ü2 u. f.) haben ableiten lassen. 
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- „ _ VC.) + WM* - *.) 4- Yvfö ■ vvW 

. _ g SS • »SB + 2 v g + o - 4 g« g + o - 

Dem Werthe f = A, und W'C) = rVC") entspricht # = oo. 

Diese Formeln sind Ausdrucke des Additionstheorems der elliptischen 
Function 9* = x , welche durch die Differentialgleichung (-^-) = Ast—g^x—gi 
und die Anfangsbedingung j?(0) = cc definirt ist, und welche Herr Weierstrass 
in seinen Vorlesungen zu Grunde legt 

Durch die angegebenen Formeln ist nun auch yty(t) bis auf das Vor- 
zeichen bestimmt, d. h. durch / und fiplj) ausdrückbar; wir treffen nun die 
Bestimmung, indem wir nötigenfalls k> mit — w vertauschen, dass für den 
Punkt < = oo, welchem « = entspricht, der zugehörende Werth von yV* 
auch dem Zeichen nach mit übereinstimme. Wir setzen deswegen vor- 
aus, y>A, sei nicht gleich Null und dem Zeichen nach fixirt. Dann gilt die 
Formel 

= 

und man erhält die Ausdrücke von t und y'xpt durch s und y'yt mittelst 
Buchstabenvertauschung. 
Es ist ferner 

und 

*-«. ' 

entsprechend der Formel 

>>(a — «) — pa pu — pa 

Dass die Zoichenbestimmung richtig gemacht ist, davon kann man sich auf 
folgende Weise fiberzeugen. 

Aus den obigen Formeln ergiebt sich für Werthe von t, die 4, be- 
nachbart sind, und für welche y u7 mit y'xpt^ dem Zeichen nach übereinstimmt: 
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yw (t-t,y ^ ' 

und für unendlich grosse Werthe von /, 

Diese Werthepaare lassen eine andere Zeichenbestimmung nicht au. 

Wir denken nns nun die eine Curve projectivisch so geändert, dass 
dieselbe der anderen congruent wird und darauf mit derselben zur Deckung 



Es kann dies stels so geschehen, dass der Punkt *, yty# zusammenfftllt 
mit dem Punkte / = t, y'tpi = 

Entspricht nun dem Punkte / = /„ y>/ = ^V^, ein Punkt »»!,, 
yV* = VV^Ti »o sa 8 en unsere Gleichungen aus, dass auch dem Punkte » = #», 
yy^= } 'V^T der Punkt / = jy~t=^y£ entspreche. Es entspricht daher 
dem Punkte < = V>7=yV77 der Curve dritten Grades derselbe Punkt 
/ = tj, jyt = y>i7, man möge ihn als der ersten oder als der zweiten Curve 
angehörig betrachten. 

Wir bezeichnen den Punkt 1 : : y>4, «"t : Jfu : *u> den Punkt 
1 mit *,:y,:», und den entsprechenden Punkt 1 mit x,:y a :s 2 , 

so tritt an die Stelle der Gleichung 

l-f. '-». 

die folgende 

»■ + »« ».+». 

y-y. ' 

welche aussagt, dass die drei Punkte 

•V9i:»i; aVfk-SJtri <r„:jr„:— 
auf einer geraden Linie liegen. Es geht also die Verbindungslinie je zweier 
entsprechenden Punkte der Curve stets durch denselben Punkt der Curve 

x : y :* = 1 : t»: — j'y/«,,. 
Wir betrachten nun die Falle, die wir oben ausgenommen hatten. 

Bd. LXVIL Heft. i. 7 
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Eju>prkbt dem Punkte *=x entweder < = oc oder ein Werth, für 
j*« v t = 0 ist. so besteht zwischen s and / eine Gleichung, welche in Be- 
«u* auf beide einzeln nur vom erslen Grode ist. Hierher gehört auch der 
Fall, dass in der zwischen « und / bestehenden Gleichung die Constanten 6 
und r gleich Null werden, und diese Gleichung dadurch reducibel wird. 

Diese Fälle kann man jedoch ohne Weiteres auf den behandelten da- 
durch zurückführen, dass man z. B. die Gleichung der Curve * auf ein an- 
deres Coordinatendreieck bezieht, welches eine andere Wendetangente als 
m — 0 zu der einen Seite hat. 

Dies ist auf achtfache Weise möglich, ohne dass sich die Gleichung 
der Curve Ändert. Es entsprechen dann jedem Werthe von * im Allgemeinen 
zwei Werthe von /, die zwischen ihnen bestehende Gleichung ist irreducibel, 
und dem Werthe * — x, entspricht ein Werth * = t», welcher nicht x ist, und 
für welchen ipt nicht gleich Null ist. 

[Entspricht dem Werthe s = « . / = oc oder eine Wurzel der Glei- 
chung, welcher die Wendepunkte der Curve dritten Grades genügen, 

«•-* <■-*'--&-- V 

welche zugleich die Drittheilung der ganzen Perioden der elliptischen Inte- 
grale ergiebl, die von den Invarianten g. und g s abhangen, — entspricht also 
einem Wendepunkte der einen Curve ein Wendepunkt der anderen, so werden 
die beiden Cnrven dritten Grades durch die entsprechenden Punkte einander 
projeclivisch zugeordnet, und man kann diesen Fall stets durch eine geeignete 
Coordinatenumwandlnng auf den Fall t = t, )'y$ = )'if>t bringen.] 

Wir erhalten nun folgende allgemeine Construction für die geradlinigen 
Flachen fünften Grades und zweiler Klasse: 

Auf einer ebenen Curve dritten Grade* nehme man einen Punkt fett 
an; *o wird, jedem Punkte der Curve ein anderer zugeordnet, der auf der 

Man denke sich nun die Curve dritten Grade* doppelt, *o wird jedem Punkte 
der einen Curve ein nickt mit ihm tutammen fallender Punkt der anderen Curve 
eindeutig zugeordnet. Hierauf denke man sich die Ebenen beider Curven ge- 
trennt und die eine Curve in ihrer Ebene coüinear verwandelt. 

Las st mau sodann einen Punkt der einen Curte mit seinem entspre- 
che ndch Puhtite auf der anderen Curve zusammenfallen, so ist der geometrische 
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Ort der Verbindungslinien entsprechender Punkte beider Cttrren im Allgemeinen 
eine geradlinige Fläche fünften Grades und weiter Klasse. 

Die Ebene einer Cnrve dritten Grades enthält bei der erwähnten Con- 
struction ausser dieser Curve noch zwei Erzeugende der Fläche; der ebene 
Schnitt enthält also Oberhaupt 3 + 3+1 =7 Doppelpunkte. Davon gehen ab 
zwei Berührungspunkte der Ebene mit der Fläche, also bleiben fünf Doppel- 
punkte, welche der Fläche angehören. 

Die Doppelcurte der betrachteten Flächen ist com fünften Grade. — (I.) 

Durch jeden Punkt der Doppelcurve gehen zwei Erzeugende der Fläche, 
deren jede die Doppelcurve noch in zwei Punkten schneidet. Der Kegel, 
welcher die Doppelcurve zur Leitlinie und einen Punkt derselben zum Mit- 
telpunkt hat, hat demnach zwei Doppelkanten, und da derselbe vom vierten 
Grade ist, so gehört die Curvc im allgemeinen Falle in die Klasse p = 1. 

Die reciproke Flüche der betrachteten ist von derselben Natur und hat 
also auch eine Doppelcurve fünften Grades. 

Wir folgern hieraus, zu der ursprünglichen Fläche zurückkehrend, dass 
durch jeden Punkt des Raumes fünf Ebenen gehen, welche aus der Fläche 
zwei Erzeugende ausschneiden. Für jeden Punkt der Fläche haben drei die- 
ser Ebenen die durch diesen Punkt gehende Erzeugende gemein; die zwei 
übrigen schneiden aus der Fläche zwei durch diesen Punkt gehende Curven 
dritten Grades aus. 

Wir erhalten also den Satz: 

Im allgemeinen Falle gehen durch jeden Punkt der betrachteten Fläche 
steei ebene Curven dritten Grades hindurch. 

Wenn die Doppelcurve fünften Grades zerfällt, so ist nothwendig unter 
den Theilen eine doppelte oder eine dreifache Gerade; denn sie kann nicht 
zerfallen in einen doppelten Kegelschnitt und eine Raumcurve dritten Grades; 
der Kegelschnitt würde eine einfache Linie der entstehenden Fläche werden. 

Enthält die geradlinige Fläche fünften Grades eine dreifache gerade 
Leitlinie, so enthält sie ausser derselben im Allgemeinen einen doppelten Kegel- 
schnitt, welcher die dreifache Gerade in einem Punkte schneidet. Und jede 
solche Fläche, deren allgemeine Gleichung 

(ap-bq)y+(ap-bq)s.p''q"+' , <q'p'Y' = 0 
ist, worin p, q, p, q', p", q", p'", q" durch dieselbe Gerade gehen, ist eine 
geradlinige Fläche. — (II.) 

Der doppelte Kegelschnitt s = 0, ap-bq = 0 kann auf dieselbe Weise, 

7 * 
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wie im vorigen Paragraphen erörtert, in zwei Gerade zerfallen; die eine da- 
von wird eine doppelle Leitgerade, die andere eine Doppelerzeagende der 
Flache. - (III.) 

Auch kann die doppelte Leitgerade der dreifachen Leitgeraden unend- 
lich nahe rocken. Es unterscheidet sich die dann entstehende Fläche bloss 
dadurch von der analogen im vorigen Paragraphen betrachteten, dass sie eine 
Doppelerzeugende weniger besitzt. 

Enthält die geradlinige Fläche fünften Grades eine doppelte gerade 
Leitlinie, so enthält sie ausser derselben im Allgemeinen eine Doppelcurve 
vierten Grades mit zwei scheinbaren Doppelpunkten, welche von der einfachen 
Geraden in einem Punkte geschnitten wird. — (IV.) 

Umgekehrt ist auch jede Fläche fünften Grades mit einer Doppelcurve 
vierten Grades und einer dieselbe in einem Punkte schneidenden doppelten 
Geraden eine geradlinige, denn jede durch die Doppelgerade gelegte Ebene 
schneidet noch eine Curve dritten Grades mit drei Doppelpunkten aus, welche 
also in drei Gerade zerfallen muss. — 

Jedes durch die Doppelcurve vierten Grades gehende Hyperboloid 
schneidet aus der Fläche zwei Erzeagende aus, welche sich auf der Doppel- 
geraden schneiden. 

Alle Ebenen, welche durch je zwei solche Erzeugende gelegt sind, die 
Tangentialebenen der Hyperboloide, umhüllen einen Kegel zweiten Grades. 
Die reeiproke geradlinige Fläche dieser Fläche ist also die vorhin betrachtete 
II. mit einem doppelten Kegelschnitt. 

Hat eine Fläche der zweiten Klasse eine doppelte Erzeugende, so 
schneidet eine durch dieselbe gelegte Ebene im Allgemeinen eine irreducible 
Curve dritten Grades aus. Der Schnitt einer solchen Ebene enthält demnach 
im Allgemeinen keinen Doppelpunkt, der nicht auf der Doppelerzeugenden läge. 

Hieraus folgt, dass die Theile der Doppelcurve nur ebene Curven sein 
können, deren Ebene durch die Doppelgerade hindurchgeht. Es sind diese, 
wie sich bei näherer Betrachtung ergiebt, eine dreifache und eine zweifache 
Gerade. - (III.) 

In diesem Falle werden alle Curven dritten Grades durch die Erzeu- 
genden der Fläche projectivisch. 

Es entsteht nun die Frage, welche Doppelcurve hat überhaupt eine ge- 
radlinige Fläche fünfler Ordnung, wenn die beiden Curven dritten Grades, die 
zu ihrer Conslruction dienen, durch die entsprechenden Funk e projectivisch sind? 
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Wir legen durch den gemeinschaftlichen Punkt in der Ebene der einen 
Corve eine* Gerade, in der Ebene der anderen Curve die entsprechende Gerade 
und durch beide Gerade eine Ebene. In dieser Ebene liegen zwei Erzeu- 
gende der Fläche. Nach einem bekannten Satze: 

„Haben zwei in verschiedenen Ebenen liegende projectivische ebene 
Strahlbüschel den Mittelpunkt mit einander gemein, so umhüllen alle 
Ebenen, welche durch je zwei entsprechende Strahlen beider Büschel 
gelegt werden, im Allgemeinen einen Kegel zweiten Grades," 
folgern wir, dass die definirten Ebenen, von denen jede zwei Erzeugende aus 
der Fläche ausschneidet, einen Kegel zweiten Grades umhüllen. 

Die reciproke Flüche der eben betrachteten bat daher einen doppelten 
Kegelschnitt und ausserdem eine dreifache Gerade. 

Wir schliessen also mit Bezug auf die obigen Angaben, »ta?s unsere 
Fläche im Allgemeinen eine zweifache Leitgerade und eine Doppelcurve vierten 
Grades besitzt, also mit IV. identisch ist. 

§• 4. 

Besondere Betrachtung der zur dritten RiemannBchen Klasse gehörenden 
geradlinigen Flächen fünften Grades. 

Bei der allgemeinen Untersuchung der verschiedenen geradlinigen 
Flächen fünften Grades haben sich zwei Fälle ergeben, in denen die Flächen 
zur dritten Klasse gehören. Der erste Fall ist der, dass die Fläche eine drei- 
fache und eine zweifache gerade Leitlinie besitzt und der zweite der, dass 
die Fläche eine dreifache gerade Leitlinie von der Beschaffenheit besitzt, dass 
jede durch dieselbe hindurchgelegte Ebene aus der Fläche zwei Erzeugende 
ausschneidet, welche sich auf der dreifachen Geraden schneiden. 

Wir werden zeigen, dass der zweite Fall als ein specieller Fall des 
ersten angesehen werden kann und beginnen mit der Betrachtung des ersten 
Falles. 

Bezeichnet pl+ q — 0 eine beliebige durch die dreifache Gerade ge- 
hende Ebene, r,« + « = 0 eine beliebige Ebene durch die zweifache Leitgerade, 
so entsprechen jedem Werthe von l zwei Werthe von f* und jedem Wertbe 
von fi drei Werthe von i. Denn jede Ebene pl + q — O schneide! aus der 
Fläche zwei sich auf der Geraden r m 0, • = 0 schneidende Erzeugende aus, 
und jede Ebene r,u-f« = 0 schneidet drei Erzeugende aus, die sich auf der 
Geraden /> = 0, q = 0 schneiden. Es besieht also zwischen 1 und /i eine 
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algebraische Gleicbnng f(X, = 0, welche in Bezug auf l vom dritten und 
in Bezug auf u vom zweiten Grade ist. 

Aus dieser Gleichung erhält man die Gleichung der Fliehe, wenn man 
— -y für l und — für u setzt und darauf mit pV multiplicirt. — 

Legt man durch eine Erzeugende eine Ebene, so schneidet diese im 
Allgemeinen aus der Fläche eine Curve vierten Grades mit einem Doppel- 
punkte aus. 

Mit Bezug auf eine solche Curve ergeben sich nun folgende Sätze. 
Fasst man in einer ebenen Carte vierten Grade* mit einem Doppelpunkte 
diesen Doppelpunkt und einen Punkt der Curve als Mittelpunkte zweier ge- 

die Punkte der Curve einander zugeordnet. 

Macht man mit diesen Strahlbütckeln zwei j^*^^^*'! projectiviach, 

«o ist der Ort der v ... , \ entsprechender Elemente eine gerod- 

Verbmdungsgeraden ) 

linige Fläche fünften Grade» von der dritten Riemannschen Klasse. 
Man erhält ferner den Salz: 

Macht man eine Gerade projectivisch mit dem Strahlbüschel des Doppel- 
punkts und Idsst einen Punkt derselben mit einem der beiden ihm auf der 
Curve entsprechenden Punkte zusammenfallen, so ist der geometrische Ort der 
Verbindungslinien entsprechender Punkte eine geradlinige Fläche fünften Grades 
von der betrachteten Art. 

Ein analoger Satz gilt für eine Gerade, welche dem anderen Strahl- 
büschel projectivisch ist und durch den Doppelpunkt der Curve vierten Grades 
gelegt wird. — 

Beiläufig sei noch folgender Satz erwähnt: 

Jedes Hyperboloid , welches durch drei Erzeugende der Fläche geht, 
roh denen nicht zwei einander schneiden, schneidet aus der Fläche noch zwei 



Das Hyperboloid enthält nämlich die beiden Leitgeraden, hat also schon 
eine Curve vom Grade 3 + 24-3 = 8 mit der Fläche gemein. Da nun auf 
dieser ein Kegelschnitt nicht vorhanden ist, so muss es noch zwei Erzeu- 
gende aus der Fläche ausschneiden. 

Wir gehen nun über zur Betrachtung des zweiten Falles. 
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Durch eine Erzeugende legen wir eine Ebene, welche eine Curve 
vierten Grades mit einem Doppelpunkte ausschneidet. Die Gleichung dieser 
Curve sei 

pqr 1 + 2u i r + u 4 = 0, * = 0; 
/> = 0, q = 0 sind die Tangenten im Doppelpunkte; wir können annehmen, 
dass die beiden Ebenen p = 0 und q = 0 durch die dreifache Leitgerade hin- 
durch gelegt seien; «, und u t sind homogene Functionen dritten und vierten 
Grades von p und q. 

Jedem Punkte der dreifachen Geraden entspricht eine durch dieselbe 
gehende Ebene, welche die beiden Erzeugenden enthält, die von dem Punkte 
ausgehen, also auch in der Ebene der Curve eine Gerade durch den Doppel- 
punkt; mithin entsprechen jedem Punkte der dreifachen Geraden zwei Punkte 
der Curve. 

Damit wirklich die so bestimmte Flache nur vom fünften Grade werde, 
darf dem Punkte, in welchem die dreifache Gerade die Ebene schneidet, nur 
ein Punkt der Curve in endlich grosser Entfernung entsprechen, sonst würden 
zwei Erzeugende in die Ebene eintreten; also muss der andere entsprechende 
Punkt der Curve unendlich nahe liegen. Hieraus folgt, dass die Erzeugende 
in der Ebene der Curve vierten Grades eine Tangente der Curve im Doppel- 
punkte sein muss. 

Es sei 9 = 0, » = 0 die in der Ebene » = 0 liegende Erzeugende. 
Nun entspricht jeder Ebene pl + q = Q ein bestimmter Punkt der dreifachen 
Leilgeraden; derjenige nämlich, in welchem sich die beiden von dieser Ebene 
ausgeschnittenen Erzeugenden schneiden. Bestimmt man diesen Punkt durch 
den Werth der Conslante n in der Gleichung der durch den Punkt gelegten 
Ebene ru + « = 0, so entspricht jedem ft ein l und jedem l ein u. Man 
kann nun die Ebene r=0 so wählen, dass sie durch den Punkt der drei- 
fachen Geraden hindurchgeht, der der Ebene p = 0 entspricht, ihr Schnitt mit 
der Ebene * = 0 aber unverändert bleibt ; dann können wir unbeschadet der 
Allgemeinheit dem Punkte p = 0, g = 0, rl+s = 0 die Ebene pl+q = 0 
entsprechen lassen. 

Es ist also die dreifache Gerade projectieisch dem Strahlbüschel de» 
Doppelpunktes, und es besieht nur der Unterschied von der allgemeinen Con- 
struclion, dass ein Punkt der Geraden, der einem unendlich nahen Punkte des 
Doppelpunkts entspricht, mit dem Doppelpunkte zur Coincidens gebracht wird. 
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Es handelt sich nun daran», die Gleichung der geradlinigen Fliehe 
onfzastellen. * 

Setzen wir in der Gleichung der Curve vierten Grades pk + q = 0, so 
ergiebt sich 

-Xr'+2v i rp+t><p 1 = 0, 
worin mit t 3 und e 4 die aus u s und «< durch die Substitution q = -pX her- 
vorgehenden ganzen Functionen dritten und vierten Grades von X bezeichnet 
sind. Hieraus ergiebt sich 

r e« -•.+V«': + »«i 

Wir bestimmen nun ausser der Ebene pX+q = 0 eine zweite Ebene 

<*p+ßq+yr±ö$ - 0, 
welche durch den Punkt p = 0, q = 0, rX+# = 0 und durch den Punkt 

pX+q = 0, p+ _ rl = 0, * = 0 

hindurchgeht, also die Ebene pX + q = 0 in einer Erzeugenden schneidet 
Eine solche Ebene ist 

(-«»?) / eIW)»+rl+# = 0. 
Diese Ebene bestimmt also für jeden Werth von X mit der Ebene pX+q => 0 
eine Erzeugende. Gehen wir zu der rationalen Form 

- p *i,.X-2(rX+s)pt 1 +(rX+*) i = 0 
über, so erhalten wir als Gleichung der Fliehe, indem wir X eliminiren 

V<q-2{p—rq).U i +( < p,-rq?p m 0, 
wo U A und U 3 die oben mit u, und *, bezeichneten homogenen Functionen 
von p und q sind. 

[Wenn die Curve vierten Grades eine Spitze an Stelle des Doppel- 
punktes bat, ist die allgemeine Gleichung der Fläche 

V<q-2(p$-rq).U s +(p$-rq)*q = 0.] 
Wendet man auf" diese Flficbe die Betrachtungen an, die im §. 2 auf 
einen spectellen Fall derselben ' angewandt worden sind, so ergiebt sich, das« 
die Fläche sich längs der Geraden p = 0, q = 0 des Hyperboloids p$-rq = 0 
selbst berührt. 

Diese SelbstberOhrung entspricht einer der dreifachen Leitlinie auf dem 
Hyperboloid überall unendlich nahe gerückten doppelten geraden Leitlinie. 
Jede Erzeugende der Fläche berührt nämlich das Hyperboloid und geht daher 
durch zwei unendlich nahe Erzeugende desselben. 
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Der besseren Uebersichl wegen folgt hier eine Zusammenstellung der 
einzeln™ Arten der geradlinigen Flächen fünften Grades, die wir in Bezug 
auf die Doppelcurve unterschieden haben. 

A. Geradlinige Flächen fünften Grades und erster algebraischer Klasse. 

(e = o). 

Die Doppelcurve ist: 
1. eine vierfache Gerade. 

II eine Raumcurve sechsten Grades mit einem dreifachen Punkte. 

III. eine dreifache Leilgerade und eine Raumcurve dritten Grades, 

IV. eine dreifache Leitgerade, ein Kegelschnitt und eine Doppelerzeugende. 

V. eine dreifache und eine zweifache Leitgerade nebst zwei Doppelerzeu- 
genden; specieller Fall: beide Leilgerade sind unendlich nahe gerückt; 

VI. eine zweifache Leitgerade und eine Raumcurve fünften Grades mit 
einem dreifachen Punkte, 

VII. eine zweifache Leilgerade, eine Raumcurve vierten Grades mit einem 
Doppelpunkt und eine Doppelerzeugende, 

VIII. ein Kegelschnitt und eine Haumcurve vierlen Grades mit einem Doppel- 
punkt, 

IX. Verein dreier Kegelschnitte, 

X. eine Doppclerzeugende und eine Raumcurve fünften Grades mit einem 
zweifachen Punkte. 

B. . Geradlinige Flächen fünften Grades und zweiter algebraischer 
Klasse, (c = 1). 

Die Doppelcurve ist 

I. eine Raumcurve fünften Grades, 

II. eine dreifache gerade Leitlinie und ein doppelter Kegelschnitt, 

III. eine dreifache und eine zweifache gerade Leitlinie und eine Doppel- 
erzeugende, 

IV. eine zweifache gerade Leitlinie und eine Raumcurve vierten Grades. 

C. Geradlinige Flächen fünften Grades und dritter algebraischer Klasse. 

Die Doppelcurve wird gebildet durch eine dreifache und eine zwei- 
fache gerade Leitlinie, welche einander auch unendlich nahe rücken können. 
Berlin, im October 1866. 
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Ueber die Transformation des zweiten Grades für 
die Abelschen Functionen erster Ordnung. 



(Von Herrn Königiberger zu Greifuwald.) 



achdeiu ich den einfachsten Fall der Transformation zweiten Grades. 



in dem die Moduln der trunsformirten >'>- Functionen die doppellen der ur- 
sprünglichen sind, schon früher im 64"" Bande dieses Journals als Anwendung 
der dort aufgestellten Ausdrücke für die ^-Functionen mit «-fachen Argumenten 
und »-fachen Moduln behandelt, beabsichtige ich in der vorliegenden Arbeil 
die Theorie der Transformation zweiten Grades für die Helschen Transscen- 
denten erster Ordnung in ihrer ganzen Allgemeinheit zu entwickeln, indem 
ich die Ausdrücke der transformirten '/-Functionen, ulso auch die alge- 
braischen Beziehungen zwischen den Grenzen der ,46e/schen Integrale in der 
einfachsten Gestalt herstelle und sodann die transformirten Inlegralmodulu als 
Functionen der ursprünglichen ausgedrückt erhalle. Ich schliesse mit einer 
Anwendung dieser Theorie auf die Untersuchung der .46e/scheu Integrale 
erster Ordnung, die durch eine Transformation zweiten Grades auf elliptische 
Integrale reducirbar sind. 

Es sei das System von Differentialgleichungen vorgelegt: 



so gelten bekanntlich für den Fall, dass die durch die linken Seiten dieses 
Systems definirten Abekchen Transscendenten rationale Functionen zweiten 
Grades der aus den rechten Seiten desselben hervorgehenden Abekchen 
Functionen sein sollen, die nachstehenden für diese Transformation notwen- 
digen und hinreichenden ßedingungsgleichuugen, in denen ich mich der in 
meiner zweiten Abhandlung über die Transformation der Abelschen Functionen 
(Band 65 dieses Journals) gebrauchten Bezeichnungen bediene: 




worin: 




R(x) = »(l-arXi-o'spXl-f 2 «) (!-«'*), 
y(l- J r)(i-* , f)(t-i , y)(i-^), 
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(3.) 



«»I, = Pi| + "«*'u+tfnT, I , 
<"» = Pll+ ff»Tu+ ff J3 T„. 

gesetzt wird, so ergehen sich die Moduln der Iransformirten Functionen aus 
den Gleichungen: 



= P» + ^13 T„ + °n Tn i 
<"« = p« + oi, T„ + a' u T n , 
">i ? = pij -T- a l7 T n -\-a' n r n . 



(4.) 



k 



" «,.*ti- w ,t- 



r 

*2» 



_L1 



während die Argumente derselben dofinirt sind durch: 

(5) c ' - 2 ~~ **n g i) r _ 3 (*>„«>,— ">«,»,) 

Die in den Ausdrücken (3.), (4 ), (5.) vorkommenden ganzen Zahlen p, o, 
p', & müssen endlich noch die Gleichungen befriedigen: 



/ ^,(Pi«pL-p?.pi«)=0, 

a 1,2 



(«0 



oder: 



(7-) 



I 



1 -2,(päiO.,-p. J ^i) = 0, 



o, 




-^i,Pj e ) = 0. 


o, 




-0, a p;.) = 2, 


o, 




-•Jj.pi.) = 2, 


o, 




-^pl.) = o, 


o, 


(p««°-;. 


-o al p:,)=8. 


0. 




-a aJ p: J )=2. 



Aus den hier angegebenen Ausdrücken gehen, wenn 

j J7(ej,«.)a = *(«i»«i»*ii»«m**)a 

( x'e Ur',Xff ll P 1 +ff. 1 t. i ) , +2r' l ,(<y ll » l t -iT ll r,Xff lt f' 1 +a,,P,)+T; i Ca lt r 1 +cf t ,i) 1 ) , J 

wird, unmittelbar die folgenden von Hermile*) aufgestellten Glei- 



te throne de 1k tramformation des fonction« Abeliennea. 

8* 



10. 



' T***" en Z8h,e " bedeuten - 

«H»I«en wir nun nach Hermite: 



m 



p s= - »j - »i eis + C» + *f pu - Cii (' 2 i - p 33 C» , 
q ^ -nfpä-lljen+^en+^Pu-PfiCn-Ciip',!, 
W J ? ui die zur Definition von &(e„t> 7 ) x schon früher vielfach 



( 



1* L.e 



! 



Ufa,*,), 

, [(?•+■)», +(>• + ■)■ ,1+ ■^-[C3-4»J , I„+2(3».+->(.'»+»)T lt+ (?«-f „)',„! 



die Coefficienten dieser Reihenentwicklung durch die fOr die 
, ,. L charakteristischen Bedingungen (9.) zu bestimmen, so finden wir 
beiden ersten Relationen durch die für diese Function angenommene Form 



selbst befriedigt, während die beiden letzten die Gleichungen liefern: 

tntPm+m^ , + f»«+«)' ,1+ -}p K»«H ■)V ll +l(7«+»)()..M)r |f +(?.+») , T JJ | 

in 



(—1)* V A c ^ IP " + ■ ) ^ +(5 " + * ) 't 1+ ^ lP "+">\l +7p " + ■ )(^ " + * , ^^ + < ^ "■ M > , '^lI 



SA JC <n ^^ 7 - + ■ ) ^ +(? " + ■ ,, t 1+ •T-t ^, • + ">\l- , ■ 5(, - + "' (^ " +,, ^l +,, " + »> , '»' 

_ (_f Jg-^ e '->|f-+"»)" l + ('-+«)',l+ ^■K?«4-»A, | +»n-f»)fV+«)T 1 ,+(N+i)«r tt l 

woraus die Relationen: 

(12 ) | ^ = ^- = MM--»' 



der Coefficienten yl^, auf 



^^(-ir^.-,,., 

hervorgehen. 

Es reducirt sich somit die unendliche 
die folgenden vier: 

A,o, A,n -^MM <^M1 

wahrend die anderen durch die leicht herzuleitenden Gleichungen 
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stimmt sind: 

1 4 — f.— i\"*^ r * 4 

1 A — i'-iV'Hn j 

' 4 — f 1Y»«+»-»J 

"'Jii+ljJr-H ~ — l J -"1,1 • 

Wir müssen nun auf eine nähere Untersuchung der bei alleiniger Benutzung 
der Gleichungen (9.) noch willkürlich gebliebenen Coefficienten yl„„, A^ 
A, tl eingehen, von denen sich zeigen wird, dass in gewissen Fällen noch eine 
Abhängigkeit unter ihnen stattfindet. 

Da die //-Function abgesehen von einer Exponentialgrösse, die in Be- 
zug auf die Argumente r,, r. eine gerade Function ist, eine fr- Function mit 
dem Iudex 1 darstellt und ausserdem der Uebergang von r,, », zu — e,, -f. 
auch rj, t\ in — r M —t\ verwandelt, so gilt bekanntlich mit Benutzung der 
schon früher von mir gebrauchten Bezeichnungen die Relation: 

(14.) - (-l) mf ' ,1 + ffl ' fll '/7(r i ,r I ) i . 

oder nach Einführung der oben für diese Fnnction angenommenen Reihe: 

woraus folgt: 

(15.) A_ m _ = (-ljrW+*ft"*^. 

Stellen wir die eben erhaltene Relation mit den oben (12.) für die Coefficien- 
ten A hergeleiteten Gleichungen zusammen, so ergeben sich die nachfolgenden 
Beziehungen: 

f A^ m „ - (-l^W+X'i^^, 
(16.) A mi _. = (_i)M*»M+«Mj „_„ 

aus welchen wir den unter gewissen Umständen zwischen den vier Coeffi- 
cienten A\fi-, A,t.\-> A lt „ y A,i stattfindenden Zusammenhang folgern werden. 

Ich ordne die verschiedenen Fälle der Transformation zweiter Ordnung, 
wenigstens für die nachfolgende Untersuchung, in drei Klassen, während die 
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schliesslichcn Resultate nur zwei wesentlich von einander verschiedene Haupt- 
klassen liefern werden. Diese drei Fälle mögen aus den Bedingungen ent- 
springen, dass entweder nt, n, p, q gerade Zahlen, oder m und n gerade, von 
den Grössen p und q jedoch mindestens eine ungerade, oder endlich von den 
Grössen m und n eine oder heide ungerade, während p und q heliebige Zahlen 
sein dürfen. 

Für die Annahme, dass die vier Grössen nt, n. p, q gerade Zahlen 
sind, ergieht sich, wenn « und ß die Zahlen 0 oder 1 bedeuten, aus den oben 
stehenden Relationen die Gleichung: 

mit anderen Worten, es liefert, da die Coefficienten der Reihenentwickelung 
von /7(r,.'-., nicht sämmtlich Null sein dürfen, die zu den Gleichungen (9.) 
hinzugenommene Bedingungsgleichung (15.) keine Relationen zwischen den 
Grössen 

Aajm Ai.i- Atju, A LI , 
die also, so lange wir nicht andere specielle Eigenschaften der Function 
f7(«|, 9 t )i in Betracht ziehen, von einander unabhängig bleiben. In diesem 
Falle wird sich also das transformirte .9- als eine Summe von vier Reihen in 
der Form: 

f7l>n«>»)i = AvpRi+A^Rt+AtflRi+AtjRi 
darstellen lassen, wenn /t, , Ä 2 , 7i,, R A unendliche Reihen bedeuten, welche 
aus den Gliedern der für die 17- Function angenommenen Reibe bestehen. 

Sind nun m, n gerade und von den Zahlen p und q entweder beide 
oder nur eine ungerade, so erhall man: 

A^ = 

woraus durch eine leichte Ueberlegung folgt, dass stets zwei der vier Grössen 

Ai t ut Ai.n -^i.ii« A^i 
verschwinden müssen, so dass sich also die Function Tl in diesen Falle in 
der Form: 

darstellen lässt, wenn . & den obigen Reihen Ii analog sind. 
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Gehen wir endlich zur Betrachtung des drillen Falles über, in dorn 
angenommen wurde, dass eine der Grössen ni. n oder beide ungerade Zahlen 
sein sollen, so würde z. B. die Annahme 

m = 2,« + l, n = 2v, 

die Relationen liefern: 

d. b. es waren von den vier Cocfficienten J, v „ vi,,,, .1,,,,, A ltl nur zwei von 
einander unabhängig, eine Folgerung, die, wie man aus der Gleichung 

sieht, ganz allgemein für den Fall, dass von den Grössen m, n mindestens 
eine ungerade ist, statt hat, so dass also auch 77(r,,e 2 )j sich auf die Form 
bringen lässl: 

1T(«„«,)j - C.S. + C.S,, 

worin C„ Cj noch zu bestimmende Constanten und S,, 8, unendliche Reihen 

von der oben angegebenen Gestalt bedeuten. 

Wir gelangen somit zu folgendem für die Theorie der Transformation 

zweiten Grades wichtigen Resultat: 

Wenn die vier Grössen m, n, p, q sämmtlich gerade sind, so liefern 
die oben für die //-Function aufgestellten Relationen (9.) und (15.; 
keine Beziehungen zwischen den Coefßcienten vi,,., A, Kl . A, fi% -4 M , so 
dass sich die mit der oben (8.) angegebenen Exponentialgrösse multipli- 
cirte Function des transformirten Systems als Summe von vier mit 
Constanten mulliplicirten Reihen darstellt. Ist dagegen eine der Grössen 
m, n, p, q ungerade, so lassen die oben zwischen den Coefficienten auf- 
gestellten Beziehungen nur zwei von ihnen unbestimmt, und man erhält 
die Function fJ(t,,Cn}x als Summe von nur zwei mit noch zu bestim- 
menden Constanten multiplicirten Reihen. 

Ich mache hier darauf aufmerksam, dass diese beiden verschiedenen 

Fälle eine Eigentümlichkeit der Transformation zweiter Ordnung sind, welche. 

wie sich sehr bald zeigen wird, in dem Bestehen einer linearen Relation 

zwischen je drei Producten von zwei tf- Functionen, wie sie hier gebraucht 

werden sollen, ihren Grund hat. — 

Ich will ferner nicht unterlassen zu bemerken, dass zu dem ersten der 
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beiden Hauptfälle stels das transformirte Fundamenlaltheta aller von Hermite 
als Repräsentanten der nicht durch eine lineare Substitution aufeinander zurück- 
ffltirliaren Systeme defmirten Transformalionen zweiter Ordnung gehört. Denn 
stellt man die Transformationszahlen in folgender Form zusammen: 

-Qr, Vit {hl 

—(»Ii ~Pn Pu Pii 
so sind die 15 Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen der Transfor- 
mation zweiler Ordnung durch die Schemata bestimmt: 

t 0 0 0 1 1 0 0 0 J ( % i 0 ¥ 2 0 i i' j 

0 10 0 ) 0 2 i 0 jj 0 I 0 0 0 2 i" i 

0 0 2 0 JOO 1 0(1002 — • 0 0 1 Oj 

0 0 02 ( 0 0 0 2 ' ' o 0 0 1 OOOl) 

wenn I, i'. i" die Werlho 0 und 1 annehmen; woraus in Verbindung mit der 
Annahme 

m{ = m$ = »{ — «j = 0, 
welche das Fundamenlaltheta defioirt, die obige Behauptung unmittelbar als 
richtig erhellt. — 

Da die Darstellungen der 17- Function einzig und allein aus der Be- 
rücksichtigung der vier für die Veränderung der Argumente um ganze Pe- 
rioden des ursprünglichen Systems aufgestellten Bedingungsgleichungen (9.), so- 
wie aus der Annahme hergeleitet sind, dass diese Function durch Veränderung 
der Argumente in die entgegengesetzten bis auf das Zeichen unverändert 
bleibt, so werden offenbar alle die Functionen, welche denselben Bedingungen 
genügen, vorausgesetzt natürlich, dass sie wie die Function // den Charakter 
einer ganzen Function haben, sieb in eine ähnliche Form setzen lassen, in 
der die darin vorkommenden unendlichen Reihen dieselben sind, während 
die Goefficienten sich ändern, da sie von den anderweitigen speciellen Eigen- 
schaften dieser Functionen abhängen. 

Fassen wir nun den ersten llauptfall in's Auge, für den die Bedin- 
gungsgleichungen, denen die 77- Function genügen muss, in 

77(e, + l, e,)i = /7(9„«,)i, 
t7(«i,*t-t-l}j - 
)ü(«i+*u,»t+*Ä)j = *^"(*'i+Vy7(e l ,e l ) Jl 
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(20.) 



übergehen, wahrend sie selbst nach den obigen Auseinandersetzungen die 
Gestalt annimmt 

(19.) f7(0„«,)i = A'- Ä < + A.-Ä l +>V/l 1 +Ai-Ä4, 
so sieht man leicht, dass sich die Reihen ftj, ß,, fl 3 , ß« durch die Bemer- 
kung werden bestimmen lassen, dass den für /7(ei,c,) 2 aufgestellten Bedin- 
gungen (18.) auch das Quadrat einer jeden Function des ursprünglichen 
Abelschen Systems genügt, dass sich dieses also in eine der Gleichung (19.) 
analoge Form bringen lassen muss, in der ß n ß,, ß 3 , ß 4 dieselben Reihen 
bedeuten und nur die Coefflcienten 

•Aofl -^«,1 ^i,o 

andere Werthe annehmen. Wühlt man nun vier Quadrate so, dass zwischen 
ihnen keine lineare Relation staltfindet, so erhält man vier lineare Gleichungen 
zur Bestimmung von A\ . II . ß 3 , ß 4 und kann dann (19.) in die Form setzen: 

+ (y) ir (©, , e, , r n , t a , t„)* -f ( J) 9 (©, , ©, , t„ , t„ , , 

worin wir nur noch die Constanten (o), (/?), (y), (S) zu bestimmen haben. 

Wenn man für e,, r, vier Substitutionen in halben Perioden finden 
kann, welche nur die Indices der rechten Seite der Gleichung (20.) ändern, 
während sie den der linken Seite unverändert lassen, so hätte man, indem 
man die Variablen verschwinden Hesse, vior Gleichungen zur Bestimmung der 
Coefficienten (o), (/?), (y), (ti) hergestellt, deren linke Seiten identisch sind, 
so dass also, was ich besonders hervorhebe, in das Endresultat nicht die Null— 
werlhe anderer transformier Functionen als des .V.r,. p,)j eintreten. Nun 
ergiebt sich aber leicht aus den für die Argumente der transformirten ^-Function 
gefundenen Ausdrücken (5.), dass folgende für e,, r, gemachte Substitutionen: 

e, r 2 
1^11= i(Pii + <7 u T„ + o t ,T n ) Jcüj, = i(^>i+ ff n T w+ ff «*n) 

(21.) j io> n = Kpn + ÖnT.j + OMT,,) JiÜ» = i((», I 4-'»llT,, + <TMT«) 

]iü;,= ^Pm + OiiTii + ÖjiT«) l<o' lt = l((»« + <7 ii T 2t + <:, « T n) 

2^3 = Kpij + O^jTu+O-aT,,) liO n = i(<4 + ö«T„ + a;jT a ) 

oder die dnrch Addition aus diesen zusammengesetzten den Index der auf der 
linken Seile der Gleichung (20.) befindlichen Function unverändert lassen, 
indem sie die transformirten Argumente respective um: 1, 0; 0, 1; t m , t«; 
Tji , tJ, oder um die aus Addition derselben hervorgehenden Grössen 

für M»lhem»ük Bd. LXVII. Heft 1. 9 



Digitized by Google 



66 Königiberger, Transformation weiten Grade* der AbeUcken Functionen. 



Die auf der linken Seite hinzutretende Exponentialgrösse ist dieselbe, welche 
die Quadrate bei der Substitution der halben Perioden auf der rechten Seite 
als Factor erhalten. 

Es bleibt nun noch vor allen Dingen zu untersuchen übrig, ob diese 
hier angegebenen Substitutionen auch in der Tbat vier von einander verschie- 
dene Gleichungen zur Berechnung der Constanten («), (/9), (y), («*) liefern 
werden, was nicht geschähe, wenn z. B. 



Wh 5E tüj, = u»„ ~ co u 
w n -— ; *»n ~ Uhi ^ **>'n 



J (mod. 2) 



wäre, da dann nur ganze Perioden zu den Argumenten der rechten Seite 
hinzutreten würden. Fassen wir zuerst die Repräsentanten der nicht äqui- 
valenten Klassen der Transformation zweiten Grades in's Auge und bemerken, 
dass in den vier oben (17.) aufgestellten Schemalen zwei Diagonalglieder den 
Werth 1 haben, so ergiebt sich aus (21.), dass zwei Substitutionen existiren, 
die aus halben Perioden bestehen und verschieden sind, so dass die vorge- 
legte Gleichung, die aus diesen beiden Substitutionen und die aus der Zu- 
sammensetzung dieser beiden Substitutionen hervorgebende Gleichung vier 
im Allgemeinen von einander unabhängige Bestimmungsgleichungen liefern, 
welche zur Berechnung der Constanten dienen werden. Was nun die den 
oben aufgestellten 15 Fallen äquivalenten Transformationen zweiten Grades 
betrifft, die aus jenen durch lineare Substitutionen abgeleitet sind, so ist be- 
kanntlich «) die fr- Function des durch eine Transformation ersten Grades 
abgeleiteten Systems gleich einer mit einer Constanten niultiplicirten &- Fun- 
ction den ursprünglichen Syatems (abgesehen von einer Exponentialgrösse); es 
folgt daher nach dem eben Bewiesenen unmittelbar, dass es jedenfalls drei 
von einander verschiedene Substitutionen in halben Perioden giebt, welche die 
Indices der rechten Seite Andern, wahrend sie den Index der linken Seite 



•) Zur Erläuterung des Obigen füge ich einige Worte Uber die lineare Trans- 
lation hinzu! 

Die Bediognng'gleichnngen für dna linear transformirte & lauten, wenn im 
Uebrigen die für die Transformation zweiten Grsdes aufgestellten Zahlengleicliungcn, 
in denen nur statt der charskterUtischen Zahl 2 die Einheit zu setzen ist, zu Hülfe 
werden, folgendormassen : 

f e.)i = (-!)■ /I(e„ e f )i , 

) n(p„t t +Vi ^ C-O'/*0>„t>,)t, 

W I »(•,+*,„•. + *„), = (-^/ZCive,)^»**,-*',,), 
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unverändert lassen nnd aus einer einfachen Ueberlegnng geht ferner hervor, 
dass dasselbe dann auch unsere Substitutionen: 

Jr»u Mi; |toii 4«»« 

iflhti i<o'n \o>' n 

leisten, da sie die transforrairten Argumente um 1, 0; 0, 1, t'„, r' u \ rj 2 , r'„ 
vermehren. Hat man nun durch Anwendung der eben besprochenen Sub- 
stitutionen sich vier von einander unabhängige, in den Coefficienten lineare 
Gleichungen hergestellt, so setze man die Argumente ©, = e, = 0 und erhält, 
indem man leicht sieht, dass die Exponentialgrössen auf beiden Seiten fort- 
fallen, Gleichungen von folgender Form: 

^(0,0,^,^,^ = («)*. +(ß)P f + (*)*J, 

worin *„ e„«„ «1, «i, «i, «i, *i\ tf, ■* ±1 oder ±i bedeuten, so dass, 



(23.) J = 



«»^^» *»^" | f*J« w 

1 *9» *S 

i * S &1. u&} 4 

i <^ 

1 «i'^k" 



während die transformirten Argumente durch die Gleichungen bestimmt sind: 



'u w »t 



Da nun die Gleichungen (o.) die für diejenige Function charakteristischen Bedii 
gungen sind, für welche: 

- <fc "»i = Pi «$ ™ m > «i = «> 
so erhält man, wenn man den in der Gleichung (8.) befindlichen Erponentialfactor 
der &• Function mit V bezeichnet, die Relation: 

/< V V & o; ,<,<„<„«, «X^U J i = G *(e, , e„ », , , r, , , , 



i iii 



9* 



» 
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J„ J ss J K den ähnlich gestalteten Determinanten gleichsetzt, die Transfor- 
mationsgleichung die Gestalt annimmt: 

^ 4-) A A 

worin i> (0, 0, t;, , %'„ , t' 7J ) l , da nach dem Obigen /7(e,,c,)i eine gerade 
Function ist, im Allgemeinen nicht verschwindet. 

Da wir nun die Ausdrücke für die Iransforrairlen Argumente ausser 
in der Form der Gleichungen (5.) noch folgendermassen schreiben können: 

c, = a\ l v 1 +o'i t c 2 —T' ll (o tl t> l + o n t>i) — T, 2 (o ii i>, + o n <> 7 ), 
«i = a\ 2 i> l -\-ai n c 1 —t' n (a li 9 l + a t tV J ) — T! }2 (a n t) l -\-a n t> ] )^ 

so ist leicht einzusehen, dass eine Substitution der um halbe Perioden ver- 
mehrten Argumente r, . e 2 nur die Indices der rechten und linken Seite der 
Gleichung (24.) ändert. Wenden wir daher drei solcher Substitutionen auf 
diese Gleichung an, so ergiebt die Division je zweier vou diesen so entste- 
henden Gleichungen die transformirten Joe/sehen Transscendenten als Functio- 
nen der ursprünglichen, also auch die algebraischen Ausdrücke, welche zwi- 
schen den Grenzen der Integrale der ineinander transformirten Abelschen 
Systeme stattfinden, während das Verschwinden der Argumente unmittelbar 
die transformirten Integralmoduln als Function der Moduln der vorgelegten 
Integrale liefert. — 

Ich will noch bemerken, dass man sich die wirkliche Ausführung der 
Transformation durch eine schickliche Wahl der &- Quadrate erleichtern kann, 
indem sc. B. die Wahl von 

#(«>,, ©a)J, #(©,,©,)m 0(«i»«f)»» *(»i»«»)isi 

wie unmittelbar zu sehen, stets («) = °> * i > *tJ l liefert und die Zu- 
sammensetzung der anderen CoefOcienten (/?), (y), (ä) vereinfacht. — 

Ich wende mich nun zu dem zweiten Hauplfall der Transformation 
zweiten Grades, der dadurch charakterisirt war, dass von den Zahlen m, n, 
p, q mindestens eine ungerade ist. Es war gezeigt worden, dass unter dieser 
Voraussetzung die transformirte Function die Form annimmt 

/7(©i,Cj)i = C|S|-fC 3 S,, 
worin C n t' 2 unbestimmt gebliebene Constanten und S,, S, unendliche Reihen 
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bedeuten, die aus den Gliedern der oben für die 77- Function angenommenen 
Entwickelung (11.) bestehen. 

Wenn es nun möglich sein wird, andere Functionen, die sich in 
eine unbedingt convergirende Reihe entwickeln lassen, anzugeben, welche 
ebenfalls den für die 77- Function aufgestellten vier charakteristischen Bedin- 
gungen (9.) genügen und mit dieser zu gleicher Zeit gerade und ungerade 
sind, so werden sich diese Functionen gleichfalls auf die Form: 

bringen lassen, in der die unendlichen Reihen dieselben geblieben sind, wäh- 
rend nur die Coefficienlen, die von den anderweitigen speciellen Eigenschaften 
dieser Functionen abhängen, sich geändert haben. 
Bezeichnet man nun 

mil & '( 1> » 1> ^m l l m\n l y , 
so erkennt man zuerst unmittelbar, dass das Product: 

(et) lr (©, , t),) lut , . & (»i , c 2 ) w „ 

den Bedingungen (9.) Genüge leistet, und dass ausserdem, wenn auf dieses 
Product irgend eine der 15 Substitutionen der halben Perioden*) angewandt 
wird, das neu entstehende Product wiederum eine Function von derselben 
Eigenschaft ist. Wendet man nämlich auf \a) die Substitution 

!*u \ßh, i',, i* 

an, so erhält man: 

woraus sich sofort die Richtigkeit der obigen Behauptung ergiebt, wenn man 
die für die /'-Functionen bei Substituirung ganzer Perioden charakteristischen 
Gleichungen beachtet. Um jedoch eine Function zu erhalten, die allen für 
die 77- Function zur Bestimmung ihrer Form aufgestellten Bedingungsglei- 
chungen genügt, bleibt noch zu zeigen, dass man diese Product«, welche die 
Gleichungen (9.) befriedigen, nach Belieben so wählen kann, dass dieselben 
entweder gerade oder ungerade Functionen werden. Wendet man nämlich 
auf den Ausdruck (a) die noch unbestimmt gelassene Substitution J«,, ±i<,, 
4»/,, \v t an, so wird offenbar das neue Product für negative Argumente in 
seinen Werth für positive übergehen multiplicirt mit: 

(_1 y,-, +*,- t +0' l +«K' 1 i ■)+0',+»<v) = (_ l yM+o-t-«/».*«»-, 

*) s. Band 64, p. 17 dieses Journals. 
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Da man nun offenbar die ganzen Zahlen u,, p,, v,, »-,, deren Werthe 0 oder 
1 sind, auf verschiedene Arten so bestimmen kann, dass nach Belieben: 

(25.) - J (mod . a) 

ist (mit Ausnahme des einen Falles, in welchem m, n, f. q sammtlich gerade 
sind, der jedoch hier nicht in Betracht kommt), so schliessen wir, dass sich 
stets unter den durch die Substitution von halben Perioden erhaltenen Pro- 
dueten mehrere finden werden, welche sämmtlicben für die 77- Function gel- 
lenden Bedingungen genügen. 

Es lassen sich somit immer zwei Producte von je zwei >- Functionen 
bilden, welche bis auf die Coefficienten C, , C die Form der 77- Function er- 
halten, so dass die Reihen S,, S 2 aus den beiden Gleichungen: 

& (©j , & («i , 9 7 )ß = C,' . Sj + C, . S, , 

, *).,#(*>« * *>)fir = • S i + & 
gefunden werden können und somit die Function 77 die Form annehmen wird: 

(26.) 77(0,,^ = (^^(r.^O^CeM^ + CS)*^,«,).^^,,^,, 

worin noch die Coefficienten (1) und (2) zu bestimmen sein werden. 

leb bemerke noch zn der eben gefundenen Darstellung von 77(© M v,) lf 
dass nunmehr der eigentliche Grund ersichtlich ist, wesshalb sich in unserer 
Untersuchung zwei Hauptgallungen von Transformationen zweiten Grades er- 
gaben. Während nämlich vier ^-Quadrate stets so gewühlt werden können, 
dass keine lineare Abhängigkeit zwischen ihnen besteht, findet zwischen drei 
0 - Producien. die durch Substitution halber Perioden aus einander hergeleitet 
und zugleich gerade oder ungerade sind, stets eine lineare homogene Glei- 
chung statt , die man sich mit Hülfe der obigen Darstellung leicht herstellen 
kann. — 

Zur Bestimmung der in der Gleichung (26.) vorkommenden Constanten 
(1) und (2) Ifisst sich wenigstens ohne Weiteres die in dem ersten Hauptfaile 
der Transformation zweiten Grades angewandte Methode nicht benutzen. Wäh- 
rend nämlich dort durch das Verschwinden der Argumente unmittelbar Beslim- 
mungsgleichungen für die Coefficienten hergestellt werden konnten, da TT\r.,r,-, 
eine gerade Function sein musste, kann es hier geschehen, dass das transformirte 
& ein ungerades ist und in Folge dessen die Gleichungen identisch verschwin- 
den. Ich nehme zuerst an , dass l der Index eines geraden & ist, dass also 
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^(0,0^ im Allgemeinen nicht Noll ist; dann wird man offenbar dorch An- 
wendung einer Substitution in halben Perioden, welche die Indices der rechten 
Seite der Gleichung (26.) ändert, während sie den der linken Seite unverän- 
dert Iftsst, in Verbindung mit der vorgelegten Gleichung selbst die beiden 
zur Bestimmung der Constanten (1) nnd (2) dienenden Gleichungen erhallen: 

nri ^ (0,0, 

( *(0, 0, Ti„ 4, r'nh = M+W**,*.*»* 
worin f, und «, ±1 oder +i bedeuten. 
Setzt man also: 

(28.) J= & uy O ßr 

(29.) J t = e 7 &. r . t &p r a— &^&ß r , ^i = ^«^— tt&.^&ß.^ 
so erhalt man für die translormirte .'>- Funktion den Ausdruck: 



(30 ° *eo,o"tI;;y,%;,)* = «)Ar 



Ich will bemerken, dass in diesem Falle durch eine passende Wahl der 9- 
Producte sich die Bestimmung der in den Irans formirlen Ausdrücken vor- 
kommenden Constanlen vereinfachen lässt. FOr die Herstellung der &- Pro- 
ducte war nämlich nur erforderlich, dass sie aus dem Ausdrucke 

#(Cl,«2W#(t>l,«>j),#,. 

durch Substitution halber Perioden hervorgingen, so jedoch, dass wenn diese 
Substitution durch die Transformationsuhlen M n v,, v, bezeichnet wurde, 

(25.) raaj + qvj + ^ + u«, = 0 (mod. 2) 
war. Die Erfüllung eben dieser Congruenz war die Bedingung dafür, dass 
das «^-Product eine gerade Function vorstelle, wobei jedoch die beiden ein- 
zelnen Factoren des Productes sich zu gleicher Zeit als gerade oder als unge- 
rade Functionen ergeben konnten. Fügen wir jedoch noch die Congruenz 

(31.) frVt+fijVj^EO oder ==1 (mod. 2) 

hinzu, so sieht man leicht, dass für beliebige Combinationen der Zahlen 0 
oder 1 in den beiden Congruenzen (25.) und (31.) slels gleichzeitige Lö- 
sungen existiren. so dass wir für die die //-Function darstellenden Producte 
von ^-Functionen zwei solche werden auswählen können, dass das eine ein 
Product gerader, das andere ein Product ungerader Functionen ist, dass 



Digitized by Google 



72 Königsberger, Tratuformotion weiten Grades de 

sich also beim Verschwinden der Argumente der Werth der einen Constanlen 
unmittelbar ergeben wird. — 

Ist nun zweitens l der Index einer ungeraden Function, so mache 
man in der Gleichung (26.) eine Substitution von halben Perioden, welche z. B. 

in eine gerade Function verwandelt (dass es eine solche giebt, ist früher be- 
wiesen worden); dann wird, wie man durch eine einfache Uebcrlegung findet, 
die linke Seite der Gleichung sowie das zweite Product der rechten Seite 
derselben ebenfalls in eine gerade Function übergehen, so dass eine neue Sub- 
stitution, welche nunmehr den Index der linken Seite nicht ändert, für die 
Bestimmung der Constanlen die Gleichungen liefert: 

#(0,0, 

worin ei, ei und ei', ei' die Grössen ±1 oder ±i bedeuten sollen, so dass, 



(32.) 



(33.) D = ei«W 44*4* I, 

(34.) D' = h&oyi, ^/»y:, - ei & ari 9 ßr( , D" = «i 4{4»C ~ 4fc 
setzt, die Transformalionsgleichung die Form annimmt: 



Somit ist auch der zweite Hauplfall der Transformation zweiten Grades er- 
ledigt, indem durch Substitutionen von halben Perioden aus der Gleichung (35.) 
genau wie oben neue Gleichungen zur Aufstellung der algebraischen Trans- 
formation sowie der Ausdrücke für die transformirten Integralmoduln herge- 
leitet werden können. — 

Ich knöpfe eine Anwendung der eben durchgeführten Theorie der 
Transformation zweiten Grades an eine von Herrn Weierslras» mir geinachte 
Mitteilung, in welcher gezeigt wird, 

„dass, wenn ein ^46efeches System erster Ordnung: 



x,dx, x,dx, = 
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„sich in ein anderes transibrmiren ISsst, für weiches der Modul der 3- 
„Function r' n ~0*) ist, sich die Constanten A und B (auf zweierlei Art) 
„so bestimmen lassen, dass 

f (A + Bs)dx = f dl 

j /«w J vm , 

„wo Ä,(c) vom dritten Grade und 8, fR t ($) rational durch x, y'7F(x] 
„ausdrückbar sind. Umgekehrt muss zwischen den Grössen r„, r n 
„eine Gleichung von der angegebenen Form stattfinden, wenn sich das 
„Integral 

\A -f- fls)rfs 



ß 



„in der m Rede stehenden Weise in ein elliptisches soll Iransformiren 
„lassen. (Nach Abel, Precis. Chap. II. §. 1 theor. II. genügt es aber 
„Transformalionen dieser Art zu betrachten)". — 
Bekanntlich hat Legendre in dem trotte des fonetions eltiptiques das 
Integral : 

dx 



A 



auf elliptische Integrale reducirt und Jacobi später in seiner Kritik des Le- 
gendreschen Werkes (Band 8 dieses Journals) das allgemeinere Integral von 
der Form: 

dx 



fv 



ix{\ - - *'*)(! - AV) (1 - x'k'x) 
durch eine Transformation zweiten Grades auf Integrale niedrigerer Gattung zu- 
rückgeführt. Ich will nun untersuchen, ob es noch andere Abelsche Integrale erster 
Ordnung giebt, die durch eine Transformation zweiten Grades auf elliptische 
reducirbar sind, und auf die obige .Mittheilung mich stützend eine Methode zur 
Behandlung dieser Frage anwenden, die allgemein brauchbar ist und zu einer 
Erweiterung dieser Betrachtungen in Bezug auf Abelsche Integrale, die durch 
Transformalionen höherer Grade auf Integrale von niedrigerer Gattung zurück- 



*) oder in den von mir in dieser Abhandlung gebrauchten Bezeichnungen: 

Xff M +«„*„+«.,» M )-(e'..+ff'i.«.,+<.' M )(p,i+»,.*ii+«tt*it)-o» 

oder: 

Bd. LXVII. Heft 1. 10 
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fahrbar sind, nur eine genaue Behandlung der Transforuiationstheorie höherer 
Grade erfordert. 

Da die Bedingung 

(«•) «'» - 0, 
welche für r„, t„ die Ausdrücke liefert: 

die Gleichung 

(«.) ^(0,0,t u ,0,^) M = 0 
zur Folge hat, weil in diesem Falle die Function 

»(4,4, t„, 0, r„)u = « - 1 +*; ,)+»-.(2r;-1 +»'., + V,,)>» 

in das Product der beiden ungeraden elliptischen Functionen 

#(p ( , Ti,),i^(ci, T n ), 

zerfällt, so kommt es darauf an, alle die hyperelliptischen Systeme aufzustellen, 
die durch eine Transformation zweiten Grades in andere übergeführt werden 
können, für welche die Gleichung (c.) erfüllt ist. 

Wenn wir die oben entwickelte Theorie benutzen wollen, um 

als homogene Function des zweiten Grades der Functionen des vorgeleg- 
ten Systems auszudrücken, so müssen wir 

fllj fWj — — ■ fl"j — 1 

setzen, so dass die Transformationszahlen m, n, p, q durch die Gleichungen 
bestimmt sind: 

«t = + o'n 4-^11 + ^11 — Oii «Ii — ÖijoIj-, 

jn = oii + o^j + ^n+o,!— o„ffi,— o- M 0„, 

P = — Cm — Cij-prt — Psi— Cnpii — PwPn> 

iq = — (>'„—(>;, -pn-e,,— Ca pii— (>«(»» ■ 

leb behaupte nun, dass für alle diejenigen Transformationen zweiten Grades, 
in denen nicht m, n, p, q sämmllich gerade sind, das transformirte 77(0, 0) M 
nicht Null sein kann. Da nämlich die Function ^(c,,«,),« eine gerade ist, 
so wird sie sich unter der angenommenen Bedingung, dass in, n, p, q nicht 
sämmtlich gerade Zahlen sind, durch die Summe von zwei #-Producten 
ausdrücken lassen von der Form: 
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worin nach der obigen Theorie die «9-Producte stets so gewählt werden 
können, dass a und fi Indices gerader, ay und fiy Indices ungerader 
Functionen sind. Lflsst man nun die Argumente 0,, r, verschwinden, so zeigt 
dio Annahme 

"(0, 0)„ = 0, 

dass (1) = 0 ist und wir erhalten somit die Transformationsgleichung: 

Da es nun, wie früher gezeigt wurde, stets Substitutionen in halben Perioden 
für die Argumente t> 3 giebt, welche die Indices der rechten Seite von 
(e.) ändern, während sie den der linken Seile unverändert lassen, so kann 
man aus (e.) unmittelbar die Gleichung: 

f/0 ff («i, «Ort = C a )*^(»4 » •»)« r «^(«i* ^« W 
herleiten, woraus folgt, dass: 

#(«'n«>j) oy #(«>M«>j)/?y = *s)prij 
eine Relation, die offenbar nur für t„ = 0 oder für die hieraus durch lineare 
Transformation hervorgehenden y4oe/schen Systeme stattfinden kann. 

Da die eben gemachten Schlüsse von dem Index 14 der transformirten 
Function ganz unabhängig waren, so folgt, dass keine gerade durch eine 
Transformation zweiten Grades erhaltene Function, für welche die Trans- 
formationszahlen in, n, p, q nicht sämmllich gerade sind, für die Nullwerlhe 
der Argumente verschwinden kann. 

Es bleiben jetzt noch alle die Transformationen zweiten Grades zu 
untersuchen, in denen in, 11, p, q sämmllich gerade Zahlen sind, sich also 
2r(e, , 9t) M als die Summe von vier mit Constanten multiplicirten #-Qua- 
draten darstellen lösst. 

Diese Transformationen können entweder die oben aufgestellten Re- 
präsentanten der 15 nicht äquivalenten Klassen selbst sein oder durch lineare 
Transformalion aus diesen abgeleitete. Ist das Letztere der Fall, so fassen 
wir den Repräsentanten heraus, welcher zur Klasse der fraglichen Transfor- 
malion gehört, und es wird sodann 

ej, t u , 0,'t 2J )i« 

gleich einer mit einer Constanlen multiplicirten zu jener Fundamentaltrans- 
formation gehörigen geraden Function sein, welche aus der ersten durch 
eine lineare Substitution hervorgeht. Es wird also nach der eben gemachten 
Annahme auch diese gerade &- Function, die durch eine von den Repräsen- 

10» 
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tauten der nicht äquivalenten Klassen dargestellte Transfortnation zweiten 
Grades aus dem ursprünglichen Systeme abgeleitet ist, durch eine Summe von 
vier #-Quudrnlen darstellbar sein und für die Nullwerthe der Argumente ver- 
schwinden müssen. Es bleibt mithin nur zu untersuchen übrig, welche von 
den 15 unter einander nicht äquivalenten Transformationen (17.) ein gerades 
transformirtes fr, welches durch die Summe von Quadraten darstellbar isL 
für die Nullwerthe der Argumente verschwinden lassen. 
Setzt man also allgemein: 

ig.) /7(e, , e,) a = («)*(•» , *)i + [ß) , + {y) & (., , + (*)*(*, *Ä, 
worin 

"(0,0), = 0 

angenommen wird, so wissen wir, dass es drei Substitutionen in halben Pe- 
rioden für rj, c t giebt, welche die Indices der rechten Seite ändern, während 
sie die linke Seite unverändert lassen; es wird also die nothwendige Bedin- 
gung für die Reduction der Integrale olfenbar die sein, dass die auf der 
rechten Seite der aus (g.) hervorgehenden Gleichungen entstehende Determi- 
nante, welche aus Quadraten von Functionen für die Nullwerthe der Ar- 
gumente besteht, verschwinden muss. Hierbei ist nun wesentlich zu bemerken, 
dass wir bei der Herstellung dieser vier Gleichungen von dem Index X der 
transformirten geraden Function unabhängig sind, da die oben angegebenen 
Substitutionen 

(A.) \ui n , \u) n ; Jeu,,, Jco„; |u>i,, Jcoir, ±«>m 
nur durch die Transformationszahlen {>. o, p', & bestimmt werden. 

Da wir ferner die Indices er, (3, y, d nach Belieben annehmen dürfen *), 
wobei es am zweckmässigsten sein wird, für o den Index einer geraden, für 
j1, y, «T die Indices von ungeraden Functionen zu wählen, so kommt die 
Untersuchung endlich darauf hinaus, auf den Ausdruck: 

(«)*(«., »tÄ+(Ä*(«i,«J!+(r)^i»«i)S+(W»i, *t& 
für die fünfzehn in den Schematen (17.) angegebenen Transformationsfälle 
die durch (A.) bestimmten Substitutionen anzuwenden und die aas dem Ver- 
schwinden der aus &- Quadraten bestehenden Determinante hervorgehenden 
Relationen zwischen den Integralmoduln herzuleiten. 

•) in soweit wenigstens, als zwischen den Tier Quadraten: 

*o„«o:. ^(«„«oj 

keine lineare Relation besteht. 
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Führt man diese Untersuchung durch, auf deren Einzelnheiten ich hier 
nicht näher eingehe, du sie keine weiteren Schwierigkeiten bietet, so findet 
man, dass die durch die Zahlen 

2 0 0 0 
0 10 0 
0 0 2 0 
0 0 0 1 

definirte Transformation die Bedingung liefert: 

















ir-o 



















oder 

— &u + &i*- *%> &n — 0, 

oder 

I* = x\X\ 

während die anderen Fälle dieselbe oder die durch lineare Transformationen 
aus dieser abgeleiteten Relationen 

liefern. 

Wir gelangen somit zu dem Resultat, dass das Jacobische Integral 

r da 

J }'x ( 1 - x) (1 - (1 - \*x) (i - x' A'x) 

sowie die aus diesem durch lineare Transformation hervorgehenden die einzigen 
Abelschen Integrale erster Ordnung sind, die sich durch eine Transformation 
zweiten Grades auf elliptische reduciren lassen. — 

Greifswald, Januar 1866. 
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Ueber zwei geometrische Probleme. 

(Von Herrn C. F. Geiser in Zürich.) 



Uer bekannte Salz: „das* von den neun Durchschnittspunkten zweier 
Curven dritten Grades der neunte im Allgemeinen durch die acht übrigen ein- 
deutig bestimmt Ist, 8 kann nach zwei Seiten hin zu einer weiteren Ausführung 
Anlass geben. Man kann sich nämlich 1.. die Aufgabe stellen: wenn acht 
der neun Punkte gegeben sind, den neunten linear zu conslruiren, welche 
Aufgabe wohl zuerst von Herrn Chasles *) in seiner „Construction de la courbe 
du troisieme ordre" (Comptcs rendus 1853) gelöst worden ist. Es bietet sich 
aber 2., die Frage nach der. Abhängigkeit der neun Punkte unter sich dar. 
Die zur Lösung dieser Frage nöthigen analytischen Hülfsmiltel finden sich 
vorerst in den Abhandlungen des Herrn Hesse „über Curven dritten Grades" 
(dieses Journal, Bd. 23 — 88) und dann in der Abhandlung des Herrn Aron- 
hold „über die Doppeltangenten der Curven vierten Grades" (Monatsberichte 
der Berliner Akademie von 1864). Die synthetische Lösung, welche die nach- 
folgenden Enlwickelungen geben, schliesst sich insofern an die letztcitirte Ab- 
handlung an, als beiderorts die Schaaren von Curven dritten Grades durch 
sieben feste Punkte zu Grunde gelegt werden. 

Aufgabe. 

Wenn von den neun Durchschnittspunkten zweier Curven dritten Grades 
sieben fest bleiben, während der aclUe nach einem bestimmten Gesetze sich be- 
wegt, nach welchem Gesetzt ändert dam der neunte seine Lage? 

L 

Wir setzen zunächst voraus, dass die sieben festen Punkte voneinander 
unabhängig seien, dann hat man sofort die beiden bekannten Sätze: 

1. Bewegt sich der achte Punkt auf der Verbindnngsgeraden zweier 
Grundpunkte, so beschreibt der neunte Punkt den Kegelschnitt, welcher durch 
die übrigen fünf Grvndpunkle gelegt werden kann. 

2. Bewegt sich der achte Punkt auf dem Kegelschnitt durch fünf 

•) Ei-8t während de» Drucke» diese» Aufsatzes habe ich gesehen, dass die ange- 
führte Construction zuerst von Herrn Hart (Cambridge and Dublin Math. Journ.) ge- 
geben worden ist. 



Digitized by Google 



Geiser, über wei geometrische Probleme. 



79 



der Grundpunkte, so durchläuft der neunte Punkt die Verbindungsgerade der 
beiden übrigen. 

Einem achten Punkte entspricht, wie im Eingange bemerkt worden, 
im Allgemeinen nur ein neunter, denn gäbe es deren zwei, so existirten 
zwei Curven dritten Grades, welche zehn Punkte gemein hätten. Diess ist 
anmöglich, wenn die Curven dritten Grades nicht zerfallen und einen Theil 
gemein haben, was durch die Annahme der Unabhängigkeit der sieben Grund- 
punkte von einander ausgeschlossen ist; denn die einzigen Curven dritten Grades 
welche durch die sieben Grundpunkle gehen und zerfallen, sind diejenigen, 
welche je aus einem Kegelschnitt durch fünf der Grundpunkte und der Ver- 
bindungsgeraden der beiden übrigen bestehen. Dass diese niemals einen Theil 
gemeinschaftlich haben können, ist klar. 

Wenn aber die ausgesprochene Eindeutigkeit keine Ausnahme zulassen 
wurde, so müssten (8) und (9J linear von einander abhängen, d. h. wenn (8) 
eine Gerade beschreiben würde, so tnüsste (9J ebenfalls in einer Geraden 
sich bewegen, was durch die obigen Sätze 1. und 2. widerlegt ist. Dass die 
Grundpunkte selbst diese Ausnahmefälle ergeben, ist leicht abzusehen. In 
der Thal: Betrachtet man die Curve C,, welche durch die Punkte (2)— (7) 
geht und in (lj einen Doppelpunkt besitzt, so hat dieselbe mit irgend einer 
anderen der Curven dritten Grades durch (1) — (7) neun Punkte gemein 
nämlich (2)-(7) einfach, (1) doppell (als (1) und (8) gezählt) und noch 
einen Punkt ^9) welcher nothweiulig auf C, liegen muss. Alle Curven nun 
durch (1) bis (7) und (9) haben also in (1) zwei Punkte gemein, d. h. sie 
berühren sich dort. Da nun aber umgekehrt (9) auf unserer speciellen C, 
beliebig gewählt werden kann, und dann stets (8) mit (1) zusammenfallen 
muss, so folgt: 

3. Fällt von den neun DurcItschnUlspunkten zweier Curven dritten 
Grades, ton denen sieben fest sind, der achte mit einem der festen, t. B. mit 

(1) zusammen, so liegt der neunte auf der Curce dritten Grades, welche durch 

(2) -(7) geht und (1) »um Doppelpunkte hat. 

Der Satz ist auch in der ümkehrung richtig, was sich in der obigen 
Betrachtung von selbst versteht. 

IL 

Man ist nun in den Stand gesetzt, die gestellte Aufgabe zu lösen, denn 
diess ist geschehen, sobald man angeben kann, in welcher Curve C x sich (9) 
bewegt, wenn (8) eine beliebige Gerade G durchläuft. Die Gerade G schneidet 
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die C,, welche durch (2)— (7) geht, und (1) zum Doppelpunkte hat, in drei 
Punkten, und jedem derselben entspricht (1), also ist dieser ein dreifacher 
Punkt von C x ; dasselbe gilt für jeden der Punkte (2) bis (7). Bewegt sich 
nun (9) auf einer zweiten Geraden G', so erhält man eine zweite Curve C, . 
welche C x in x" Punkten schneidet. Einer davon ist derjenige Punkt, wel- 
cher dem Durchschnittspunkle von 0 und G' entspricht, die andern fallen mit 
den Grundpunkten zusammen. Jeder derselben ist sowohl dreifacher Punkt 
von C„ als von C' x , also sind in ihm neun Durchschnittsputikte der beiden 
Curvcn vereinigt, und es ist 

x* = 1 + 7.9 oder 

x =s 8; d. h. : 

4. Bleiben ton den neun Durchschnittspunkten zweier Gurren dritten 
Grades sieben fett, während der achte eine Gerade G beschreibt, so durchläuft 
der neunte eine Curte achten Grades C^,, welche die sieben festen zu drei- 
fachen Punkten hat. 

Man kann ohne Weiteres die folgenden speclellen Satze hinzufügen: 

Geht G durch einen der Grundpunkte, z. B. durch (1), so zerfällt die 
C H in die C,, welche durch (2) — (7) geht und (1) zum Doppelpunkte hat, und 
eine C 5 , welche (2) bis (7) zu Doppelpunkten hat und durch (1) geht, 
und fernor was den Satz 1) ergänzt: 

Geht G durch zwei der Grundpunkte, z. B. (1) und (2), so zerfällt C» 
in zwei leicht zu bestimmende Cureen dritten Grades, welche je (1) oder (2) 
zu Doppelpunkten haben, und einen Kegelschnitt durch die Punkte (3) — (7). 

III. 

Das Hauptresultat des vorigen Paragraphen hätte man auch wie folgt 
erhalten können : durch die festgestellte Beziehung entspricht jedem beliebigen 
Punkte der Ebene als (8) aufgefassl nur ein einziger Punkt (9), mit Ausnahme 
der Grundpunkte, deren jedem eine Curve C, von noch unbestimmten Grade 
y entspricht. Jeder Geraden in der Ebene wird dann eine Curve C, vom 
Grado x zugehören, also auch einer Geraden, welche zwei der Grundpunkte 
enthält. Die zugehörige C r muss aber zerfallen, und zwar in die zwei den 
angenommenen zwei Grundpunkten entsprechenden C\ und den Kegelschnitt 
der fünf übrigen Grundpunkte. Es ist also: 

(«.) x = 2y + 2. 

Da einer Geraden eine Curve vom x" n Grade entspricht, 90 wird einer 
Curve vom «"" Grade, wie leicht zu beweisen ist, eine Curve vom 
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Grade entsprechen, also speciell einem Kegelschnitte eine Curve 2x"" Grades. 
Geht nun der Kegelschnitt durch fünf der Grundpunkte, so entspricht ihm eine 
C ix , welche zerfällt, und zwar in die fünf C, der angenommenen Grundpunkte, 
und die Gerade der beiden übrigen. Es ist also: 

{ß.) 2x = 5y + 1. 
Aus den beiden Gleichungen (o.) und (ß.) zieht man x = 8 und y = 3. was 
mit den beiden bereits gefundenen Resultaten übereinstimmt. Man kann übrigens 
jetzt aus der Formel (/?.) folgenden Satz herleiten, welcher in gewisser Be- 
ziehung den Satz 2. ergänzt: 

5. Wenn von den neun Durchschnitt »punkten zweier Curven dritten 
Grade» »ieben fe*t bleiben, während der achte einen Kegelschnitt beschreibt, so 
durchläuft der neunte eine Curve sechzehnten Grades, C l6 , welche die sieben 
festen Punkte su sech»fachen Punkten hat. Wenn insbesondere der Kegelschnitt 
durch fünf der Grundpunkte geht, so zerfällt die C l0 in fünf leicht zu bestimmende 
Curven dritten Grades und die Gerade der beiden übrigen Grundpunkte. 

Unter Anwendung des Satzes 4. und vermittelst einiger bekannter 
Principien lässt sieb nun die gestellte Aufgabe für jedes beliebige Gesetz der 
Bewegung des Punktes (8) vollständig lösen, worauf aber des geringen In- 
teresses wegen hier nicht eingegangen werden soll. 

IV. 

Wir wollen noch die Frage beantworten: Giebt es Punkte (8), welche 
mit ihrem entsprechenden Punkte (9) zusammenfallen? Die Betrachtungen, 
welche den Satz 3. in §. II. zur Folge hatten, geben hierüber vollständige 
Auskunft. Fallen nämlich die Punkte (8) und (9) zusammen, so conslruire 
man die C 3 , welche durch (1) bis (6) geht und (8) zum Doppelpunkte hat. 
Diese bat mit irgend einer anderen Curve der Schaar (I i — (9) zunächst die 
acht Punkte (l)-(d), (8) und (•) gemein und gehört also selbst dieser Schaar 
an. d. h. sie gehl auch durch (7). Wenn also (&) und (9) zusammenfallen 
sollen, so muss (8) ein Doppelpunkt irgend einer Curve dritten Grades durch 
(1)— (7) sein. Das Umgekehrte versteht sich von selbst. 

Unter ZuhQlfenahme des S'feoierschen Satzes: Soll eine Curve dritten 
Grade» durch gegebene sieben Punkte gehen, und einen Doppelpunkt haben, so 
ist der Ort diese» Doppelpunktes eine Curve sechsten Grades, welche die sieben 
Punkte tu Doppelpunkten hat, u folgt nun: 

6. Sollen von den neun Durchschnittspunkten zweier Curven dritten 
Grades, von denen »ieben fett »ind, die beiden übrigen zusammenfallen, »o i»t 

Jouro.l fOr M.them.tik Bd. LXVII Hrfll. H 
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der Ort dieser zusammen fallenden Punkte eine Curve sechsten Grades, welche 
die sieben Grundpunkte m Doppelpunkten hat. 

Von der Curve sechsten Grades lassen sich übrigens sofort noch eine 
Reihe von Punkten ansehen. Man lege nämlich durch je fünf Grundpunkte einen 
Kegelschnitt, und durch die beiden übrigen eine Gerade, so haben Kegelschnitt 
und Gerade zwei Punkte gemein, welche der Curve sechsten Grades ange- 
hören; da eine solche Zusammenstellung auf 21 verschiedene Arten möglich 
ist, so erhält man zu den sieben Doppelpunkten noch 42 einfache Punkte. 

V. 

Es ist stets angenommen worden, dass die sieben Grundpunkte von 
einander unabhängig seien. Einzelne Ausnahmen sollen hier noch behandelt 
werden. 

a. Drei der Grundpunkte z. B. (1), (2), (3) liegen auf einer Geraden. 
Die drei Curven dritten Grades, welche dann diesen drei Punkten entsprechen, 
zerfallen je in einen Kegelschnitt und eine Gerade, die leicht zu bestimmen 
sind. Liegt nun ein Punkt [8) auf der Geraden (123), so entspricht ihm 
nolhwendigerweise diese ganze Gerade. Daraus folgt auch, dass die einer 
beliebigen Geraden entsprechende in eine Gerade und eine Curve siebenten 
Grades zerfällt. Einem beliebigen Kegelschnitte durch (4) (5) (6) (7) ent- 
spricht eine C, (i , welche aus vier leicht zu bestimmenden Curven dritten Grades, 
der doppelt gelegten Goraden (12 3 und dem Kegelschnitte selbst besteht. Die 
C 6 , welche der Ort der sich selbst entsprechenden Punkte ist, zerfällt in die 
Gerade (123) und eine C 4 etc. 

6. Die sechs Grundpunkte (1) — (6) sollen auf einem Kegelschnitte 
liegen. Einem Grundpunkte des Kegelschnitts entspricht dann eine C 3 , welche 
in den Kegelschnitt selbst und eine Gerade zerfällt. Einem Punkte auf dem 
Kegelschnitt entspricht der ganze Kegelschnitt; zu einer beliebigen Geraden 
gehört eine C H , welche in den doppelt gelegten Kegelschnitt und eine C« zer- 
fällt. Einer der Geraden durch (7) gehört eine C„ zu, welche aus einer C,, 
dem doppelt gelegten Kegelschnitt und einer Geraden besteht. — Die Q zer- 
fällt in C 4 +C,. 

c. Die sieben Grundpunkte mögen folgendermassen vertheilt sein: (1), 
(2), (3) bilden die Ecken eines Dreiecks in der Weise, dass (6) auf der Seite 
(23), (5) auf (31), (4) auf (12 : liegt, während (7) der Durchschnitt ist von 
(16), (25} und (34). Den Grundpunkten selbst entsprechen jeweilen drei 
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Gerade. Irgend einem Punkte auf einer der sechs Geraden, welche je drei 
der Grundpunkte enthalten, entspricht die zugehörige Gerade selbst. Die Curve 
der sich selbst entsprechenden Punkte besteht aus diesen sechs Geraden. Die 
C» einer beliebigen Geraden besieht aus denselben sechs Geraden und einem 
Kegelschnitt durch (4), (5), (6): einem Kegelschnitt durch (1237) entspricht 
eine C, 6 , welche zerfällt in die sechs Geraden, jede doppelt gezählt, und eine 
C, mit (456) als Doppelpunkten. 

d. Ebenso leicht disculirt man den Fall, wo (123456) auf einem 
Kegelschnitte liegen, während die Geraden (14), (25), (36) sich in dem 
Punkte 7j treffen*). 

Ein der behandelten Aufgabe analoges Problem bieten die Flächen 
zweiten Grades. Wenn von den acht Durchschniltspunkten dreier Flächen 
zweiten Grades sieben gegeben sind, so ist durch sie der achte im Allgemeinen 
eindeutig bestimmt, und durch Herrn Hesse ist im 26*"" Bande dieses Journals 
gezeigt worden, wie derselbe linear construirl werden kann. Die gegenseitige 
Abhängigkeit von acht solchen Punkten ist ebenfalls von Herrn Hesse in seinen 
„Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes" (16" Vorlesung) unter- 
sucht worden. Eine neue Behandlung des Gegenstandes giebt die nachfolgende 
Lösung unserer zweiten 

Aufgabe: 

Von den acht Durchschnittspunkten dreier Flächen zweiten Grades sind 
sechs ron einander unabhängige fest, während der siebente nach einem be- 
stimmten Gesetze sich bewegt. Wie rerändert der achte seine iMge? 

Es genügt übrigens vollständig, wenn man die Aufgabe löst unter der 
Voraussetzung 1., der siebente Punkt beschreibt eine willkürliche Gerade, 
2., der siebente Punkt beschreibt eine willkürliche Ebene, weil dann nach be- 
kannten Principien die Bewegung des achten Punktes für jede beliebige Ver- 
änderung des siebenten bestimmt werden kann. 

VI 

Bevor wir auf die Beantwortung dieser Frage näher eingehen, unter- 
suchen wir, in welchen verschiedenen Weisen sich drei Flächen zweiten 
Grades schneiden können. Zunächst sind die folgenden Fälle zu erwähnen: 

*) Es mag hier noch bemerkt werden, dass die Fälle c. und d. gewissermaßen 
als geometrische Verwandtschaften zweiten und ersten Grades aufgefasst werden können. 

11 * 



84 



Geiser, über itrei geometrische Probleme. 



1. Die Fliehen zweiten Grades fallen ihrer ganzen Ausdehnung nach 

2. Sie haben eine Raumcurve vierten Grades (die auch in bekannter 
Weise in Theile zerfallen kann) gemein, d. h. sie gehören zu demselben 
Büschel. 

3. Sie haben nur acht Punkte gemein. — 

Es kann nun auch eintreten, dass die drei Flächen je in zwei Ebenen 
zerfallen, und zwar so, dass sie eine derselben gemein haben; dann besteht 
der Durchschnitt aus dieser Ebene und einem Punkte oder einer Geraden, je 
nachdem die drei zweiten Ebenen einen Punkt oder eine Gerade gemein 
haben. Dieser Fall tritt übrigens bei der gestellten Aufgabe nicht ein, da 
wir die Unabhängigkeit der sechs Grundpunkte voneinander voraussetzen. — 
Aber es kann vorkommen, dass die drei Flächen eine Raumcurve von nie- 
derem Grade als dem vierten gemein haben, und diesen Fall müssen wir hier 
noch berücksichtigen. 

4. Haben drei Flächen zweiten Grades, die nicht demselben Büschel 
angehören, eine irreductible Raumcurve dritten Grades gemein, so schneiden 
sie sich ausserhalb derselben in keinem weiteren Punkte mehr. Denn wäre 
ein solcher vorhanden, so könnte man durch ihn eine doppeltschneidende 
Gerade der Raumcurve dritten Grades legen, welche dann allen Flächen an- 
gehören müsste, so dass diese demselben Büschel entnommen wären, was 
ausgeschlossen ist. 

5. Die Flächen haben einen Kegelschnitt h und eine Gerade G, welche 
h in einem Punkte trifft, gemein: alsdann schneideu sie sich aus demselben 
Grunde wie vorhin in keinem weiteren Punkte mehr. Dies hut auch seine 
Gültigkeit, wenn K 3 in zwei sich schneidende Gerade zerfällt. 

6. Die Flächen haben einen Kegelschnitt gemein, (der auch in zwei 
sich schneidende Gerade zerfallen kann), dann schneiden sie sich ausser- 
dem noch in zwei Punkten, weil zwei Kegelschnitte, die derselben Fläche 
zweiten Grades angehören, stets zwei Punkte gemein haben. 

7. Drei Flächen zweiten Grades treffen sich in zwei sich nicht 
schneidenden Geraden, dann ist kein Schnittpunkt ausserhalb derselben vor- 
handen. In der Thal : denn sonst könnte man aus ihm eine Gerade ziehen, 
welche die beiden ersten trifft, und diese würde dann allen dreien gemein 
sein, was auf den Specialfall in 5. führt. 

8. Die Flächen haben eine Gerade gemein. Je zwei von ihnen 
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schneiden sich ausserdem noch in einer Raumcurve dritten Grades. Da nun 
dieselben nach einem Salze von Chatlea *) vier Punkte gemein haben, so folgt, 
dass sich die drei Flächen zweiten Grades ausser der Geraden noch in vier 
Punkten schneiden. 

VII. 

Es ist jetzt festzustellen, ob und welche Ausnahmefälle die eindeutige 
Beziehung zwischen dem siebenten und dem achten Punkte erleiden könne. 
Man sieht sofort ein, dornt zunächst einem der sechs Grundpunkte, wenn der 
siebente Punkt mit ihm zusammenfallt, nicht bloss ein einziger achter Punkt, 
sondern eine ganze Fläche zugehört. Es giebl nun auch Punkte, denen Curven 
entsprechen, und zwar ergeben sich dieselben aus folgenden Sätzen: 

1. Hat eine irreductible Raumcurve dritten Grades mit einer Fläche 
zweiten Grades sieben Punkte gemein, so gehört sie ihrer ganzen Aus- 
dehnung nach dieser Fläche an. 

2. Hat eine Gerade mit einer Fläche zweiten Grades drei Punkte 
gemein, so ist sie eine Gerade dieser Fläche. 

Wählt man also zunächst (7) auf der irreducliblen Raumcurve dritten 
Grades C 3 , welche durch die sechs Grundpunkte (1) bis (6) gelegt werden 
kann, so haben alle Flächen zweiten Grades durch die sieben Punkte die C } 
gemein, und zwar nach VI, 4 keinen weiteren Punkt, d. h.: 

Liegt von den acht Durchschnittspunkten dreier Flächen zweiten Grades 
der siebente auf der Haumcurve dritten Grades, welche durch die sechs ersten 
gelegt werden kann, so erfüllt der achte diese Raumcurve ganz. 

Liegt ferner (7) auf der Verbindungsgeraden G zweier Grundpunkte, 
z. B. (1) und (2), so haben alle Flächen zweiten Grades durch (1) — ('7) die 
Gerade (12) gemein, und können sich ausserdem nach VI, 8. nur noch in 
den Punkten (3), (4), (5), (0) schneiden, d. h. 

liegt von den acht Durchschnittspunkten dreier Flächen zweiten Grades 

*) Der citirte Satz lautot: Zwoi Raunicurven dritten Grades C, und C, , welche 
auf demselben Hyperboloid H liegen, haben vier oder fünf Punkte gemein, je nach- 
dem sie von derselben Schaar oder von verschiedenen Schaaren der Geraden des 
Hyperboloids doppelt geschnitten werden. Der Beweis kann wie folgt geführt werden: 
Man lege durch C, irgend ein zweites Hyperboloid H', welches H ausser in C, noch 
in einer (Jeraden G schneidet. H' wird nun von C, in sechB Punkten getroffen, 
welche offenbar auf G und C. liegen. G schneidet C, in zwei, und C t in zwei oder 
einem Punkte, je nachdem der erste oder der zweite der angeführten Fälle eintritt, 
so dass wirklich für die Schnittpunkte der beiden llaumcurvcn vier oder fünf Punkte 
übrig bleiben. Unser Fall erledigt sich dadurch leicht. 
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der siebente auf der Yerbindungsgeraden ton zweien der »eck* ersten, so er- 
füllt der achte diese Verbindungsgerade gant. 

Da aber fünfzehn Verbindungsgeraden der sechs Grundpunkle möglich 
sind, so folgt, dass die Ausnahmepunkte der eindeutigen Beziehung bestehen 

1. aus den sechs Grundpunkten, deren jedem eine Fläche F y von 
noch unbestimmtem Grade y entspricht; 

2. aus den Punkten der C, deren jedem die C s zugehört; 

3. aus den Punkten der fünfzehn G, deren jedem die zugehörige 
Gerade entspricht. 

Die Betrachtungen in VI. lehren zudem, dass keine weiteren Ausnahme- 
fälle möglich sind. 

Vitt 

Wir fügen zu den Ergebnissen in VII. noch folgenden Salz: 
Betregt sich (7) in der Ebene, welche durch drei der Grundpuukte, i. B. 
(1), (2), (3) gehl, so durchläuft (8) die Ebene der drei anderen (4), (5), (6). 

Dem Flächensyslem zweiten Grades durch (l)-(6) gehört nämlich auch 
die Fläche an. welche aus den beiden Ebenen (123) und (45 6) besteht, also 
muss (8) in einer dieser beiden liegen. Wäre aber (8) in der Ebene (1 237) 
gelegen, so hätten die sämmllicben Flächen den Kegelschnitt durch (12378) 
und die Punkte (456) gemein (resp. einen durch dieselben bestimmten zweiten 
Kegelschnitt), was nach VI, 6 ausgeschlossen ist, folglich liegt (8) in der Ebene 
(456). Eine Vervollständigung dieses Salzes wird übrigens in LX. gegeben 
werden. 

Lässt man jetzt (7) auf der Schnittgeraden G' der Ebenen (123) und 
(456) rieh bewegen, so wird (8) auf eben dieser Geraden bleiben, und zwar 
wird (7) stets sich selbst entsprechen, d. h. mit (8) zusammenfallen, was nach 
dem vorigen Beweise an sich klar ist. 

Für jede der zwanzig Ebenen also, welche drei der Grundpunkte ent- 
halten, und für jede der zehn Geraden G' (ausser den fünfzehn Gj, in welchen 
zwei solche Ebenen sich schneiden, ist die gestellte Aufgabe gelöst. 

IX 

Wenn (7) eine beliebige Ebene e durchläuft, so beschreibt (8) eine 
Fläche F x von noch unbekanntem Grade x. Da e und C, sich in drei Punkten 
schneiden, so hat F x die C s zur dreifachen Curve. Ferner schneidet e jede 
der Geraden G in einem Punkte, dem G entspricht, also liegen sämmtliche 
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fünfzehn Geraden G auf F x . Da jeder Ebene eine F x entspricht, so wird 
das auch der Fall sein müssen, für diejenigen, welche drei der Grundpunkte 
enthalten. Tritt dies ein, so zerfällt F, in eine Ebene (die Ebene der drei 
anderen Grundpunktc) und drei F y (die den ersten drei Grundpunklen ent- 
sprechen). Es ist also 

x = 3y+l. - 

Einer beliebigen Geraden g entspreche eine Raumcurve C. von noch 
zu bestimmendem Grade s. Da g jede F y in y Punkten schneidet, so ist jeder 
der Grundpunkte ein g facher Punkt der C z . Jeder beliebigen Geraden ent- 
spricht eine C. . also auch einer der Geraden G': es ist aber klar, dass dann 
C £ zerfällt, und zwar 1. in G" selbst, und da G' sechs der Geraden G trifft, 
2. in sechs der Geraden G, so dass also C : als eine Raumcurve siebenten 
Grades erscheint. 

Zwei beliebigen Ebenen entsprechen zwei F x und diese schneiden sich, 
wenn sie irreductibel sind (was offenbar der Fall ist, wenn die beiden Ebenen 
keinen der Grundpunkle gemeinsam enthalten), in einer Raumcurve vom x 7 Uo 
Grade. Diese Raumcurve zerfüllt aber, denn die beiden F x haben gemein: 

1. Die C,, welche für jede der beiden F x eine dreifache Curve ist, 
und die also in der Schnittcurve neunfach auftritt, d. h. als Raumcurve vom 
siebenundzwanzigsten Grade. 

2. Die fünfzehn G einfach gezahlt, 

3. die C-, welche der Schniltgeraden der beiden Ebenen entspricht, 
so dass also 

x 7 = 27 + 15 + 7 = 49 

und 

x = 7 

ist. Da aber 

x = 3y+l, 

so findet man 

J = 2. 

Was nun noch die Flüchen zweiten Grades anbetrifft, welche einem der 
Grundpunkte entsprechen, z. B. diejenige, welche von (1) abhängt, so erkennt 
man leicht, dass ihr die Geraden (12), (13), (14), (15), (16) ganz ange- 
hören (ebenso die ( ',) . so dass dieselbe offenbar nichts anderes ist als der 
Kegel, welcher (1) zum Mittelpunkte hat, und durch die übrigen Grundpunkte 
geht, wodurch er vollständig bestimmt ist. 
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X. 

Alles zusammengefasst (wobei einzelne der froheren Salze wiederholt 
werden) ergeben sich folgende Resultate: 

1 . Bleiben von den acht Durchschnittspunkten dreier Flächen »weiten 
Grades (durch welche eine doppelt unendliche Schaar solcher Flächen gelegt 
werden kann) sechs, welche ton einander unabhängig sind, fest, so ist der achte 
im Allgemeinen eindeutig bestimmt, sobald der siebente gegeben wird. Dies 
erleidet folgende Ausnahmen: 

a. Fällt der siebente Punkt mit einem der sechs Grundpunkte zusammen, so 
kann der achte beliebig auf demjenigen Kegel »weiten Grades angenommen werden, 
welcher diesen Grundpunkt »um Mittelpunkte hat, und durch die fünf übrigen geht. 

b. Liegt der siebente Punkt auf der irreductiblen Baumcuree dritten 
Grades, welche durch die sechs Grundpunkte geht, so kann der achte Punkt 
auf dieser Baumcurve willkürlich gewählt werden. 

c. Wird der siebente Punkt auf irgend einer der fünfzehn \ erbin- 
dungsgeraden der sechs Punkte »u »weien angenommen, so kann der achte auf 
dieser V er bindungsgeraden willkürlich gewählt werden. 

2. Beschreibt der siebente Punkt irgend eine Ebene, so durchläuft 
der achte eine Fläche rom siebenten Grade, welche die Baumcurre dritte» 
Grades durch die sechs Grundpuukte »ur dreifachen Curve hat, und »udem die 
fünfzehn Yeer bindungsgeraden dieser Punkte einfach enthält. 

3. Bewegt sich der siebente Punkt auf einer beliebigen Geraden, 
welche keinen der Grundpunkte enthält, so durchläuft der achte eine Baum- 
curre siebenten Grades, welche die sechs Grundpunkte su Doppelpunkten hat. 

M 

Man kann auch nach den Punkten 7) fragen, welche mit ihren ent- 
sprechenden Punkten (8.) zusammenfallen. Zur Beantwortung nehme man an, 
dass für einen Punkt (7) das Verlangte eintreffe, dann kann man durch (8), 
(3), (4), (5), (6) einen Kegel zweiten Grades mit dem Mittelpunkte (7) legen. 
Dieser hat nun mit der doppell unendlichen Schaar von Flächen zweiten 
Grades durch (1} bis (8) sieben der gemeinschaftlichen Punkte gemein, näm- 
lich (2) bis (8), also auch den achten 1 *). Die Frage, welche wir uns 

*) I Hone Betrachtung orgiebt unmittelbar und unabhängig von den früheren Ent- 
WM'kniiuigeii, da*» einem der (irundpunkte der Kegel »weiten Grades entspricht, welcher 
ihn Ktiin Mittelpunkte hat und durch die fünf übrigen geht. Die Gleichung x=3y+l 
fuhrt dann sofort auf einen der beiden gesuchten Hauptsätze in IX. 
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gestellt haben, ist also gleichbedeutend mit der anderen: Welches ist der Ort 
der Mittelpunkte der Kcgclflächcn zweiten Grades, welche durch sechs von- 
einander unabhängige Punkte im Räume gelegt werden können? Eine syn- 
thetische Lösung derselben findet sich in der zürcherischen Vierteljahrsschrift. 
Bd. X; ihr entnehmen wir einige der nachfolgenden Angaben: Der gesuchte 
Ort ' ist eine Fläche vierten Grades F«, welche enthält: 1. die irreductible 
Raumcurve dritten Grades durch die sechs Grundpunkte, 2. die fünfzehn Ver- 
bindungsgeraden, welche dieselben zu je zweien verbinden, 3. die zehn Ge- 
raden, in denen sich je zwei Ebenen schneiden, welche zusammen alle sechs 
Grundpunkte enthalten. Zufolge des Satzes: „Enthält eine Fläche drei durch 
einen Punkt gebende Gerade, welche nicht in derselben Ebeno liegen, so ist 
ihr Schnittpunkt ein Doppclpunkt der Fläche", sind die Grundpunkte Doppel- 
punkte der betrachteten Flache F 4 . — Wenn nun F : die einer Ebene e ent- 
sprechende Fläche nach obiger Beziehung ist, so schneidet sie die F 4 in einer 
Raumcurve vom achtundzwanzigsten Grade. Diese besieht aus der drei- 
fachen Raumcurve dritten Grades C^, den fünfzehn Verbindungsgeraden G der 
Grundpunkte, einfach gezählt, und der ebenen Curve vierten Grades, in welcher 
sich e und F 4 treffen. F 7 hat aber ausser dieser Curve noch eine Curve 
dritten Grades mit e gemein, die, wie man leicht erkennt, aus den drei Ge- 
raden besteht, welche die drei Durchschnitlspunkte von e mit C s untereinander 
verbinden. 

Eine Reih© von interessanten speciellen Fällen, welche die durchge- 
führte allgemeine Entwickelung gewährt, kann hier des Raumes wegen nicht 
näher erörtert werden. 

Zürich, den 20. Oclober 1866. 



Journal für Mathematik Bd LXVD. Heft. 1 



12 



90 



Darstellung symmetrischer Functionen durch die 

Potenzsummen. 

(Von Herrii Hermann Hankel in Leipzig.) 



bekanntlich hal Waring in seinen „meditationes algebraicae" 1770 
eine Formel gegeben, durch welche jede homogene, rationale ganze, sym- 
metrische Function der Wurzeln x,, ... x„ einer algebraischen Gleichung 
als Function der Polenzsummen nnd zwar durch eine Summe von Producten 
solcher dargestellt wird. Iii einer viel übersichtlicheren, aber, wie es scheint, 
bisher noch nicht bemerkten Weise kann man dieselbe Aufgabe mit Hülfe von 
Determinanten lösen. 

I. Es lasst sich nämlich jede symmetrische Function 

wo unter dem Summenzeichen olle möglichen Combinationen und Pertuba- 
tionen der Wurzeln j-, . . . x m au Stelle von x, . . . x„ zu setzen sind , durch 
eine Summe von Determinanten atudr ticken, welche aus 

s„ t 1 0 ... 0 

» v .. t S 2 ... o 

. . . -i a +u in ^ti ... 0 

[\y l^"t^ « J 1a J I 

V "/ • • . ■ 

w— I 

. • ■ 

*",+«,+•••+<'■ '«,+»,+...+«, *#,+...+». ... * 0- 

hervorgehen, trenn man die a «„ auf jede Weise permutirt: und ztrar 

ist diese Summe: 

= «!(<*,, ... «.). 

Die wirkliche Darstellung gestaltet sich auf diese Weise keineswegs so com- 
plicirt, als es auf den ersten Blick scheinen könnte. So hat man z. B. um 

durch die Polenzsummen darzustellen, zunächst die Determinante: 
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0 


0 


0 


*o | l. 




2 


0 


0 


*« 1 h+e 




*. 


3 


0 


*n 1 4 i i/ 






«7 


4 








*./+.• 


»< 



- {24*„ 8 h+ri d+f +68 g 8 a+b+ ,. + ,,\ + 18«„ * 6+c *j 4 , + 4* r « (H . t » J+< + 3*,* n+ „ * e+<} } 

— { \28 a+k 8 t ., , , + 8* d+r *„ +Ä+< .} + 24*, M 4 + , +l/+( . 

zu entwickeln. Dann hat man alle Permutationen der a, b, r, d, e vorzu- 
nehmen und zu addiren; dabei wird z. Ii. aus s ,, jedes Product dieser 
Form also *„* fr * r *,/+< nur einmal erzeugt, wenn zunächst die Verlauschbarkeit 
der Facloren «„, * 6j und der Summanden d und e in *,/,, iguorirt wird. 
Ebenso wird aus * a *,,*,« A+l . und 8 t .8 ä 8 l .a„ +b in diesem Sinne das Product 
9 a *h*c*ds e nur einmal erhalten. In der Summe wird dasselbe sonach mit dem 
Factor 4 + 3+2 + 1 = 10 erscheinen, und so überhaupt: 

5!(o, b, c, d, e) = -5"{* u * 4 * t * (/ * r -10* l ,* < ,» < .* rf+f +20* a » 6 * ( . + j f < . 

— 30»„*,, +< .. f ,, + ,+ 15«„# t+r *, <+ ,— 20«„ +t ,*, +rf+< . + 24*„. f «,+«..,,«,.,,}, 

wo in dieser Summe alle möglichen Permutationen zu bilden sind. Da aber 
die sämmtlichen so entstehenden Glieder von der Form *„*6*«*./«^ identisch sind, 
so ist ^8„8t,8 c 8j8, = 5 !*„* 6 Da ferner die PermutaUonen von a, b, c 
einerseits und c, d andererseits, das Product in Wahrheil nicht 

ändern, so wird dasselbe 3! 2! mal in der obigen Summe erscheinen und so 

2» a + , = I2$8„8,,8,.8j i f sein, wenn unter $ nur die Summe der wirk- 
lich verschiedenen Producte verstanden wird. Ebenso wird jedes Product 
#„*4*,_,; + , in obiger Summe 2! 3! mul gebildet, 8„8 t , + ,. +tl+e 4! mal; in * a *,, 4 ..*,,+,. 
wird man sowohl b und c als auch d und e, sowie auch überdies diese beiden 
Gruppen o + c und d+e mit einander verlauschen können, ohne dass ein an- 
deres Product erhalten wird; dasselbe wird daher 2!2!2!mal in der obigen 
Summe erzeugt. Ferner erhält man * 0+ ** r+ j +<; 2!3!mal und endlich *„ 4 A +f+rf+ , 
5! mal, so dass man: 

(a, b, c,d, e) = * fl *6*r*,/*,-S*«***-*./+. + 2S*-.*6«.+,/ + , < 

12* 
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findet, wo sich die Summen überall auf die Bildung aller wirklieb verschie- 
denen Glieder derselben Form beziehen. 

Ein besonderer Fall unserer allgemeinen Formel ist schon bekannt: 
Wenn nämlich alle Exponenten er,, ... «.= 1 und damit auch alle Deter- 
minanten der obigen Summe einander gleich sind, so erhält man: 

*, 1 0 ... 0 

tt *, 2 . . . 0 

X, X j . . . x m = 

... 

. • • • 

1*1« *«— I *«-2 ... *| 

Diese Summe ist aber nicht unmittelbar der n" Coefficient der algebraischen 
Gleichung, deren Wurzeln x,, x } , . . . x m sind, sondern das h! fache desselben; 
denn in der S hat man nicht allein alle Combinulionen zu je », sondern auch 
alle Permutntioncn innerhalb einer jeden Combination x,, x s , ... x H eintreten 
zu lassen. Auf diesen Umstand hat man überhaupt zu achten, wenn man eine 
symmetrische Function (er, , . . . «.), in der nicht alle Exponenten von einander 
verschieden sind, durch die Summe von Determinanten darstellen will. 

II. Um den obigen Satz I. nun allgemein zu erweisen, gehe ich von 
einer anderen Form desselben aus. Ich werde nämlich zeigen: 

Deus [n— l)I(a,, ... «„) durch eine Summe von (»—1)! Determinanten 
von der Form (1.) dargestellt wird, welche man durch Permutation der Indices 
°n • • • tt m-i erhält, während der leiste Index o, und damit die letzte Ver- 
ticalreihe in den Determinanten tiberall unverändert bleibt. 

Dass hiermit zugleich die obige Form I. des Satzes erwiesen wird, 
ist evident, denn mnn braucht, um diese zu erhalten, nur in jeder Determi- 
nante noch die Permulationcn von er. mit «,, ... vorzunehmen. 

• Was aber die jetzige Form betrifft , so kann dieselbe für s = 2, 3 
leicht verificirt werden; denn nach ihr ist: 



1 



— S a 8„— #„ 





\ 


1 


0 




s 


1 


0 


2\2x" t ix°*xl» = 


*..,+-, 


s 


2 


+ 




s 


2 




*«,+•,+•, 


*"»+"» 


s 




S + "i + "» 


*-.+"• 


s 


= 2 {«.,*., 




SS+* 


-v 









Durch eine bekannte Schlussweise kann man hieraus die Formel allgemein 
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erweisen mittels dos Salzes: 

(2.) (et M ...«J - » % (« ^(« v «.._,+ «J 

worin •„ eine beliebige, aber bestimmte Zahl aus der Reihe 1, 2, . . . »» be- 
zeichnet, und i n _ t in der folge weise die Werthe 1, 2, . . . », mit Ausschluss 
der für i. gewählten Zahl zu durchlaufen hat, die Zahlen t,, ... i„_ ? aber 
die übrigen (» — 2) Zahlen aus 1, 2, ... n in irgend einer Reihenfolge be- 
zeichnen. 

Setzt man nun voraus, dass der Satz in der II. Form für eine homo- 
gene Function (»— 1)'" Ordnung erwiesen ist, so hat man danach 

(» - 2) ! (a, r . . . a, n j , a, m l + aj = 



•a +., 



0 



0 



•»_! »m-2 

*«. 4-..-+«. *«. +-. + ". * * 

wo in dieser Summe i,, ... alle möglichen Permulationen der Zahlen- 
werlhe 1, 2, . . . », mit Ausschluss der für t._, und i. gewählten, zn durch- 
laufen haben. Durch Hinzufügung einer neuen vertikalen und horizontalen 
Reihe kann man für dieselbe Summe: 

... 0 0 



«-1 





• 8 , t 




V + <■. 
<»-J ■— 1 


+...+B 


■•-i '»-1 



«-2 

*«. +•. 



0 

»-1 

0 



schreiben, und man sieht daher, dass 

wo die Summe in dem oben bei (2.) angegebenen Sinne zu nehmen ist, durch 



(3.) 



(■-!)!' 



V- + v 



. . . 0 

« 
■ 

■ ■ • 8 a 
... 8. 



«, +«. 



B-l 
0 
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dargestellt wird, in welcher Summe jetzt ... und »'„_, alle Permuta- 
tionen in der Zahlenreihe 1, 2, ...» mit Ausschluss des für »„ gewählten 
Werthes zu durchlaufen haben. 

Gilt ferner unser Satz IL für eine Function Ordnung, so gilt, 

wie schon bemerkt, für eben diese auch der Satz I., es ist also: 



. . . 0 



*o I ... + «. 

•l 



oder durch Hinzufügung einer horizontalen und einer vertikalen Reihe: 



(4.) « a> («.,,••• «.._,) 



1 



(«-!)! 



. . 0 



v » ... i « 



+...+« 



•—1 



wo das Summenzeichen sich auf dieselben Pertubationen bezieht, wie in (3.). 
Die Determinanten in (3.) und (4.) unterscheiden sich nur in der letzten Co- 
lumne. können also sofort addirt werden und man erhalt so nach (2.): 

#„ ... 0 



...«.) = 



1 



(»-!)! 



• • • 



worin i. irgend eine der Zahlen 1, 2, ... n bedeutet und i,, ... t,_, die 
Permutalionen der übrig bleibenden Zahlen zu durchlaufen haben, q. e. d. 

Leipzig, April 1865. 
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Note sur une transformation geoinetrique. 

(Par M. A. Cayley ä Cambridge.) 



La lecture de la Note de 31. liewe „Ein Ucbcrtragungsprjncip" (t. 66. 
p. 15 de ce Journal) m'a suggere les remarques suivantes: 

Soient (o M 6 M c, , dj, 6 ; , c,, </,), («,, 6,, c 3 , tf,) des constantes 

donnees, on peut supposer quo les coordonnees (x, y) d'un poinl quelconque 

dans un plan soienl exprimees en fonetions des parametres variables («, «) 

par les equations 

_ a, 4 b,u-i- c, c + d,uv _ a,-l b,u-\-c t v + d t ut> 

X fl.+M + c.r + d.wp ' 9 a J + 6 1 u-f-<yH-d,m? ' 

En inlroduisant une nouvelle indelerminee #, ces equaüons peuvenl elre ecriles 
dans la forme: 

*x = a, + b t u -f c, e + rfi 

« = »j+ 6 3 «-j-ejP + rfjwr. 

Four des valeurs donnees des coordonnees (x, y) la quantile * esl en general 
determinee par une equalion quadrutique, et les parametres m. et r sont des 
fonetions lineaircs donnees de *; il y a cependant deux cas particuliers qu'il 
convient de dislinguer. 

1". L equalion quadratique en t peut avoir la racine 0 et de- 
barassee de ce facleur se reduire par colisequent ä une equalion lineaire; ce 
cas particulier a lieu si la condition \abc\bcd) = (abd)(acd) est remplie. oü 
la notation (abc) designe le determinant 

o, , b, , c t 
a, , 6., ^ • 
Oj- b s . Cj 

Dans ce cas w et e sont des fonetions ralionnelles de (x,y) et la transfor- 
mation a la significalion geometrique suivante: 

En considerant deux droiles quelconques L, M dans Tespace, et en 
menant par le point donne (.r, y) la droite unique G qui rencontre ces deux 
droites on peut supposer que m et e soient des parametres qui determinent les 



Digitized by Google 



96 



Cayley, note sur une tratuformation giomttrique. 



positions des points de rencontre snr los deux droiles rcspeclivement ; c. ä. d. 
que u soit la dislance d'un point fixe sur la droite L au point de rencontre 
avec la droite G, et de meme que t soit la distance d'un point fixe sur ia 
droite M au point de rencontre avec la droite G. 

2°. Supposons o,:c, = 'b t :c, = b s -.Ci ou ce qui est au fond la meme 
choso 6| — c, = 0, 62 — 05 = 0, 63 — c 3 = 0; alors * est dcterminee par une 
equation simple, mais « et r> ne sont plus des fonctions rationnelles de s; on 
voit que dans ce cas u+v et w> sont des fonctions rationnelles de (x, y), et 
que par consequent u et e sont les racines d'unc equation quadratique qui 
contient (x, y) linenirement. On peut supposer que «et f soient les para- 
metres de deux points sur une droite donnee, c. ä. d. que w et e soient les 
distances de ces deux points respectivement ä un point fixe situe sur la droite 
donnee; on a ainsi la transformation de M Heue. 

Je n'ai pas cherche Ia significalion geometrique des formules generales. 

Cambridge, 10. octobre 1866. 
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Ueher die Transformation dritten Grades und die 
zugehörigen Modulargleichungen der Abetechen 
Functionen erster Ordnung. 

(Von Herrn Kimigsberger zu Greifswald.) 



^Nachdem ich im 65"'" Bande dieses Journals die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen für das Bestehen algebraischer Gleichungen zwischen 
den oberen Integralgrenzen zweier in einander transformirbarer Abehchcn 
Systeme erster Ordnung angegeben, behandelte ich in diesem Bande die 
rationale Transformation zweiten Grades, wobei sich mir zwei Hauptgattun- 
gen von Transformationen, für welche sich das transformirte # entweder 
durch eine Summe von vier f>- Quadraten oder eine Summe von zwei f>- 
Produclen darstellen Hess, und einfache Ausdrücke für die Zusammensetzung 
der Integralmoduln des neuen Systems aus denen des ursprünglichen ergaben. 
Da nun die Transformationen von unpaarem Grade sich wesentlich in der 
Art. wie sie zu behandeln, von denen paaren Grades unterscheiden, worauf 
ich in der vorliegenden Arbeil bei verschiedenen Punkten besonders aufmerk- 
sam machen werde, so beabsichtige ich den einfachsten Fall derselben, die 
Transformation dritten Grades, an dieser Stelle durchzuführen, einzelne bei 
der Behandlung derselben vorkommende Untersuchungen für jeden beliebigen 
unpaaron Grad anzustellen und endlich die in einfacher Gestalt sich ergebenden 
Modulargleichungen herzuleiten, welche in homogenen linearen Gleichungen 
zwischen vier Producten von je zwei Functionen bestehen, von denen die 
eine zu dem ursprünglichen, die andere zu dem transformirten 46e/schen 
Systeme gehört. 

Setzt man mit Beibehaltung der 9chon früher vielfach von mir ge- 
brauchten Bezeichnungen: 

, «»II = Cll + «l|Ti| + Oj|T n , an = (»«-f ffnT„4- o„t„, 

£ j j \ «»13 = Cn+^Tn + OwT,,, <W 22 = (*„+fT, 5 T 2l + 0 7 3T„, 

( = ()'„-!- ai,T u + a„T„ , uh7 = (?'n + o' l7 r 1l + o'„r 71 , 
wobei die in diesen Ausdrücken vorkommenden Transformationszahlen 

Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft 2. 13 
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den Bedingungsgleichungcn genügen müssen 

(2.) 



<f(*j.^-«.«U'-Qi 



oder: 



[3.) 



-S(f.i^~9-»ff.i) = 0, 

^ (?>:,-?>;.)=(>, 





"l.rPj«! 




yi(t>. a. — 




= 3 




">»(>..) 


= 3, 






= 0, 


<?(*.!«&•- 




= 3, 


-2: - 




= 3. 



so sind die trainsrormirlen Moduln und Argumente durch die Gleichungen be- 
slimmt: 



4,1 



(5.) 



T ~ ■■ — 



4, 



.««'.. — tu, , (ü. 



/ (l i — Iii Iii 
i i n i j r 



W n W tt W it W ti 

Sämmlliche Transformationen Ordnung*) lassen sich nun nach den von 
Eisenstein **) und Hermite ausgeführten Untersuchungen üher die Zusammen- 
setzung linearer Substitutionen, wenn die in den obigen Gleichungen vor- 
kommenden Transformalionszahlen in das System 

— ü a — 

— a. n —a,, 
Vn Vit 



(6.) 



o, 



-e?I -p« 

— fit -Qn 

gebracht werden, in eine Zahl von 

U A + fc' + Ä 3 

nicht äquivalenten Klassen thcilen, die so beschaffen sind, dass sämmlliche in 
einer Klasse befindlichen Systeme durch Transformationen aus einander abge- 
leitet werden können, deren Determinante die Einheit ist. Unter allen ein- 
ander äquivalenten Transformationen einer Klasse giebt es eine und nur 



*) Ich spreche hier von der allgemeinen Transformation Ordnung, weil die 
nachfolgende Aenderung der /JVrmi/eschen Repräsentanten der nicht äquivalenten 
Klassen sich auf einen beliebigen Grad, insofern dieser ein unpaarer ist. erstreckt. — 
**) s. die Monatsberichte der Berliner Akademie vom Jahre 1852. 
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eine, für welche das Product der Glieder der Diagonalreihc gleich der Sub- 
stitutionsdelerminante k l , sämmtliche Glieder zu der einen Seite der Diagonal- 
reihe = 0, und die zu der anderen Seite derselben kleiner sind als diejenigen 
von ihnen, die auf derselben Horizontalrcihc der Diagonale angehören, so dass 
Hermite zu folgenden reducirten Systemen gelangt: 





10 0 0 




1 0 0 0 


k i 0 f 




* 0 i #' 




0 10 0 




0 * i 0 




0 10 0 




o i r i 




0 0 * 0 




0 0 10 




00* -i 




0 0 10 




0 0 0 * 




0 0 0 * 




0 0 0 1 




0 0 0 1 



in denen die Zahlen i, f, i" die Werthe 0, 1, 2, ... k — 1 annehmen. 

Wenn auch diese die einfachsten Formen sind, die sich für die Reprä- 
sentanten der nicht äquivalenten Klassen finden lassen, so habe ich es doch 
bei meinen Untersuchungen über die Transformation für den Fall, dass k eine 
ungerade Zahl ist, wegen der Gleichförmigkeit der algebraischen Ausdrücke 
sowie der Form der Modulargleichungen (worauf ich noch am Ende der vor- 
liegenden Arbeit zurückkomme) als nothwendig erkannt, statt dieser Hermite- 
schen Systeme neue Repräsentanten für die einzelnen Klassen aufzustellen, die 
beziehungsweise aus den früheren durch die Anwendung der vier Transfor- 
mationen ersten Grades: 



10 0 0 




1 0 


0 


0 




1 


0 


0 


0 




1 


0 


0 0 


0 10 0 




0 1 


0 


0 




ai 


1 


0 


0 




0 


1 


0 0 


0 0 10 




0 ai 


1 


0 




0 


0 


0 


1 




ai 


ai" 


1 0 


0 0 0 1 




0 0 


0 


1 




ai 


0 


— « 


1 




a? 


ai 


0 1 



hergeleitet werden, wenn a eine Lösung der Congruenz: 

ak = -1 (mod. 8) 
ist, so dass ich als Repräsentanten der I+ä+äM-* 1 nicht äquivalenten Klassen 
jetzt folgende definire: 

1 0 0 0 1 0 0 0 & i(a*+l) 0 i*(o*+l) k 0 i (o*+l) «>*+l) 

0 1 0 0 0 * i(fl*+l) 0 0 1 0 0 0 * i>*+l) t(a*+l)' 
00*000 1 00 0 * -*(a*-fl) 0 0 1 0 
000*00 0 *0 0 0 1 00 0 1 

welche, wie man sieht, mit den früheren reducirten Systemen die Eigenschaft 
(heilen, dass das Product der Diagonalglieder = * 2 und die Glieder zu der 
einen Seite derselben = 0 sind, während die dritte Bedingung, dass die Glieder 
der andern Seite im Restensystem, dessen Modul das zugehörige Diagonalglied 

13* 
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ist, enthalten sein sollen, für diese Repräsentanten nicht mehr erfüllt ist. — 
Für die Transformation dritten Grades wfihle ich also als Repräsentanten der 
40 nicht äquivalenten Klassen die folgenden Systeme: 



(8.) 



10 0 0 

0 10 0 

0 0 3 0 

0 0 0 3 



10 0 0 
0 3 -8i 0 
0 0 10 
0 0 0 3 



3 -8t 0 -8i' 

0 10 0 

0 0 3 8* 

0 0 0 1 



3 0 -8i -Wi' 

0 3 -8i" -8i 
0 0 1 0 
0 0 0 I 



,9.1 



10.) 



/ 



Setzen wir nun mit Hermite: 

x 9 ( C, , Vi , t'n , T„ , Ti,)j , 

so gelten die für die FI- Function charakteristischen Gleichungen: 

worin die Zahlen tn, n, p, q durch die Ausdrücke bestimmt sind: 

II = »{du + i&On — m\a. n — m\a n — a u a n — o 2! a }2 . 
V = - »J C« - Pri 4 Cm + mi pji - i eii - C« , 
( q =* ~»J('a-l»ipl2+»»ien+»»f(»u-('iieii-('ii<'ii- 
Bringt man nun die Function // auf die Form: 

so sind nach Hermite die ersten beiden Bedingungsgleichungen v«n selbst er- 
füllt, während die beiden anderen folgende Beziehungen zwischen den Coef- 
ficienten ergeben: 

(13.) Ah-J,-+> = ^m,», 



(11.) 



(12.) 



oder 
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so dass Yon den Coefficienten der fQr 17 angenommenen Reibenenlwickeluug 
(12.)', so lange wenigstens nur die Bedingungen (7.) berücksichtigt werden, 
9 unbestimmt bleiben, nämlich: 

A*> A itl A, a A» A„ A n An, Au An . 

Endlich liefert noch die Bedingung: 

(14.) (-*„-*,), = (-lr^-TZ^,,^ 

die Relation: 

(15.) = A^ mi 

so dass von den 9 Coefficienten nur fünf von einander unabhängig sind und 
sich also die Function Tl in die Form setzen lassl: 

(16.) J7(«„«i)i = A^ + AM + AiRi + AtRt + AtRn 
worin A„ A t , . . . A & noch unbestimmte Constanten, die von den anderweiti- 
gen Eigenschaften der Function IJ abhängen, und /?,, /i. , ... II, unendliche 
Reihen bedeuten, die aus den Gliedern der für die /7- Function angenommenen 
Reihe (12.) bestehen. 

Es kommt nun nach der von Hermite vorgezeichneten Methode darauf 
an, diese unendlichen Reihen mittelst des Prinzipes zu bestimmen, dass jede 
synektische Function von «j, t> 2 , welche den Bedingungen (10.) und (14.) ge- 
nügt, sich bis auf die Coefficienten A in der Form (16.) muss darstellen lassen. 

Bildet man das folgende Product: 

(17.) , •a)^r y r f r.*(«i, ^J^;,;*; ■ •*Vx»X ' 

in welchem die Indices der Bedingung unterworfen werden: 

da) ht'*!:'*"* "• +v > +r \=^ («d. a) 

so erkennt man unmittelbar, dass dieses Product den Bedingungsgleichungen 
(10.) Genüge leistet, und fügt man noch die beschränkende Congruenz hinzu: 

(19.) KK+i t *j r K+K»1+."J»'i+."I^+^»4 = *>n+<i« (mod. 2). 
so wird das >'>-Product (17.) den fünf für die /7- Function geltenden Be- 
dingungsgleichungen (10.) und (14.) genügen und sich also auf die Form: 

(20.) & (•, , t> 2 ) r & , e,)* 9 (», , «,), - A'i ß, + 4 fi 2 + Ä> R, + A< R, + A, R, 
bringen lassen. 

Da sich nun die Indices 

K K »l < 
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auf mannigfache Arl so bestimmen lassen, dass den ßedingungscongruenzen 
[18.) und (19.) genügt wird, so wollen wir fünf Producta auswählen, in 
welche eine möglichst geringe Zahl von .'/-Functionen eintritt, ohne dass 
eine lineare Abhängigkeit unter ihnen besteht, um dann aus fünf der Gleichung 
20.) analogen und in Ä,, /?,. ... R, linearen Gleichungen diese Reihen 
bestimmen zu können. 

Für die Annahme: 

\fiimt4=Bf4==p, v; = vi == v\ == n, v ; 

erhalte ich als erstes '>-Product, welches den oben aufgestellten Congruenzen 
Genüge leistet: 

(22.) &(vnVtYirm- 
Wühle ich sodann die Indices r und # beliebig, nur der einen Bedingung 
unterworfen, dass: 

1 == pn-Hnt, (mod. 2) 

oder 

1 + 4 W + >'.') + p(K + v\) + m (>', + «;} + n (tf + .«;) == 0 (mod.' 2) 
und bestimme dann: 

so genügt das Product: 

(26.) -''(f„^ >r/i , ; .#(»., • ' e *Vx 

ebenfalls den Bedingungscongruenzen (18.) und (19.). 
Da endlich die Function: 

wenn man von der bei der Vermehrung der Argumente um ganze Perioden 
hinzutretenden Exponentinlgrösse absieht, ebenfalls die Relationen (10.) und 
14 ) befriedigt, so werden auch die drei ^-Producta: 

(27.) ^(« l ,c J U..^(r I .rO;!'^! v , ; , 
( O (e, , «,),„,„ • * (»n a / „' v < 
den vorgeschriebenen Bedingungen Genüge leisten. 



(340 
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Wir haben somit fünf Producta von je drei '/-Functionen gefunden, 
in denen nur die vier von einander verschiedenen f>: 

*)«.., ^«.•^), w „r, v ''(en^.^v;^ *C c «' e »VX*W 
vorkommen und die sümmllich den durch die Gleichungen (10.) und (14.) 
ausgedrückten Bedingungen Genüge leisten, sich also auch in eine der Glei- 
chung (20.) analoge Form setzen lassen. 

Es bleibt nun noch zu beweisen übrig, dass die fünf .'/- Prodncte ;22. ), 
(26.), (27.) nicht in einer linearen Beziehung zu einander stehen, wobei zu 
berücksichtigen, dass die ') - Function mit dem Index qpnm durch die Gleichun- 
gen (10. ) bestimmt ist, von den beiden anderen mit dem Index r und * nur eine 
beliebig angenommen werden darf, wodurch aber dann der Index der vierten 
tr- Function gegeben ist. Setzt man nämlich die für die Indices aufgestellten 
Bedingungscongruenzen (18.) und (19.) in die Form: 

(28. j t t>\ + vi + v\ 4 m == 0, i< +»< + +n ~ 0, ^° ' ' 
'."iK +< «*i K i v\ + p\ v\ +p\v\+ qm -fpn ^ 0. 
so sind dies bekanntlich die Bedingungen, denen die Indices von vier .'/- 
Funclionen genügen, zwischen denen eine homogene algebraische Gleichung 
vierten Grades besteht. Es ergiebt sich somit unmittelbar, dass, wenn die 
Bestimmung der fünf Prodncte, so wie wir sie oben getroffen, auf die ein- 
fachste Art aus vier •*/- Functionen hergestellt wird, dies solche Functionen 
sein müssen, zwischen denen eine homogene algebraische Gleichung vierten 
Grades besteht. Nun könnte zweierlei eintreten. Entweder bestehen die oben 
angenommene homogene Gleichung dritten Grades und die hier besprochene 
Gleichung vierten Grades zugleich, oder die hiquadrntische Gleichung roducirt 
sich auf eine vom dritten Grade, die mit jener identisch ist. Dass die erste 
Annahme unstatthaft ist, folgt einfach daraus, dass zwei von einander unab- 
hängige homogene algebraische Gleichungen zwischen denselben vier .'/-Functio- 
nen eine Belation zwischen zwei /1/ve/schen Functionen des Systems liefern 
würden, was nicht angeht. Aber ebenso unmöglich ist die Reduction der 
Gleichung vierten Grades auf eine von niedrigerem Grade*). Denn, wenn 
wir die vier i>- Functionen, zwischen denen eine biquadratische Gleichung be- 



*) Ich wähle diese Beweisart, statt unmittelbar die folgende Substitution auf di« 
angenommene kubische Gleichung anzuwenden, um nachzuweisen, dass keine der bi- 
quadratischen Relationen im Grade erniedrigt werden kann. 



- 
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sieht, der Kürze halber mit 

fr. »ß », »i 
bezeichnen, so hat die Gleichung die Form: 

A&i+Bfy+C&l+DW+E&lFf+F&l&l+GSl&i . 

und bei der als möglich angenommenen Reduclion auf eine kubische Gleichung 
würde diese z. B. in : 

Ad> + E9„9} + Ffr H &l + G/> u &} + M9 A & r # 9 = 0 
übergehen. Wendet man nun hierauf die Substitution aji an, so erhält man. 
wie unmittelbar zu sehen, die Gleichung: 

welche, von der vorhergehenden verschieden, mit dieser verbunden wieder 
eine Relation zwischen zwei Abelschen Functionen ergeben würde. Es ist 
somit gezeigt, dass zwischen den vier .'/-Functionen, welche den Congruenzen 
28.} genügen, keine algebraische Gleichung drillen Grades bestehen kann, und 
dass also die oben aufgestellten in den Reihen Ä,. /?,, /?,, /?,, R, linearen 
Gleichungen, welche zur Bestimmung dieser Grössen dienen sollten, als von 
einander unabhängig für die Function //(«>,,»,), die Form liefern werden: 

|/7(r,, r 2 )i = C1)*(*i»*)U+( a W*H «4 VW 

l r*l" Iii 

;29.) +(3)fr(»o^Wfr(»M^)i. Ä . y ,^+(4)*(« I ,^)^*(e,,« l )' #a ^^ 

f +(5)*(«i,» f ) r r^ y .^(e,.e,) . .'>(r,.e,) , ( f f , 

ri/*j'i r » .".f*j'i r , f t if*, y , v , 

worin die Zahlen q, p, m 4 n durch die Gleichungen (10.) bestimmt, //J, 
»'i, "I* K bis auf die Congruenzen (23.) oder (24.) beliebig, nnd 

Iii, K, r! durch die Congruenzen (25.) gegeben sind. 

Ich füge die Bemerkung hinzu, dass, wenn m, n, p, q, welche durch die 
Gleichungen (11.) bestimmt werden, sämmtlich gerade Zahlen sind, die Function 

in das Fundamcntaltheta Obergeht, während die Indices der anderen durch die 
Congruenzen bestimmt sind 

(80.) ui = v\ = v\+vU (mod. 8). 



Digitized by Google 



Königsberger, Transformation dritten Grades der Abfischen Functionen. 105 

Für sämmtliche Repräsentanten der nicht Äquivalenten Klassen, wie ich sie 
oben aufgestellt, liefert das Fundamentaltheia des transformirten Systems gerade 
Transformationszahlen nu n, p, q, so dass für alle diese die Congruenzen (30.) 
die zugehörige Darstellung liefern werden. 

Unsere nächste Aufgabe ist die Bestimmung der Constanten (1), (2), 



Bevor ich jedoch zur Lösung derselben übergehe, sind einige Bemer- 
kungen vorauszuschicken, die für alle Transformationen von unpaarem Grade 
gültig bleiben. 

Da die oben (4.) für die transformirten Argumente ©1, rj gegebenen 
Ausdrücke auch auf die folgende Gestalt gebracht werden können: 



so folgt leicht mit Benutzung der für die transformirten fr -Moduln aufgestell- 
ten Formeln (5.), dass den auf die ursprünglichen Argumente e, , e, gemachten 
Substitutionen von halben Perioden für die neuen Argumente ebenfalls Sub- 
stitutionen in halben Perioden des transformirten Systems entsprechen. Für 
f>i'ki :(l UD ^ r > : °i e i : i liefern die Ausdrücke (31.) unmittelbar resp.: 



während man für die Substitutionen: 

r, : \r n e, : Jtj, und r, : \r l7 r, : Jt m , 
wenn man die von Brioachi *) gemachte Bemerkung benutzt, dass das Product 
der Nenner in den Ausdrücken für die transformirten Moduln durch die 
ursprünglichen und umgekehrt = Ar' ist, folgende Veränderungen der transfor- 
mirten Argumente erhält: 

Ich will nun untersuchen, welche Veränderung durch eine Substitution von 
der Form: 

auf der rechten Seite der Gleichung (29.) die TT- Function auf der linken Seile 

*) Brioschi, sur la thöorie de la transformation des fonction» abrenne«, coroptcs 
rendufl 1858. 

Journal Air Mathematik Bd. LX VII Heft 2. 14 



(3), (4), (5). 



(31.) J 



r\ = oi,ei + ai,e, — ^,(^,,©,4- ö 2I r 2 ) — T;j(o I2 e,-r-o„e,), 
ei = a n t>i-{-a' r3 Vj—i' 1l (a il v l + a u v i ) — r' r} (a n tit-{-(hjt>2)^ 
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derselben erfährt. Aus den für die //-Function bei beliebigem ungeradem 
Transformationsgrade k geltenden Bedingungsgleichungen folgt leicht die Re- 
lation: 

/Z(Pi 4- »»i + «i t„ + «j t„ , e, + m, + n, r n 4- » 7 T„) a 



^ 32 '^ \ = (-1)— .■»»-,^-,+»".e- 4l,L2 -.'. +? ".'» + 'I r .. ;J ".V.,+"5',,l. //(«,, 

Da sich nun nach dem vorher Bemerkten die transformirten Argumente bei 
der Substitution der für e,, 9, angenommenen Ausdrücke nur um halbe Perioden 
ändern, so ergiebt sich offenbar, wenn der Exponent der in dorn Ausdrucke für 
//(<?!, t>i)i enthaltenen Exponentialgrösse mit /"(r,,r 2 ) bezeichnet wird: 



worin -4, /f, C noch zu bestimmende Constanten und die Zahlen //,, ,u,, r,, 
v 7 durch die Gleichungen gegeben sind: 

rOJ ^ 1 r*l = " , l 0 «l + «»J ö i| — »iPn — «bpin »'l = — *NiO|| — «hO-,,4- «,(>,, + l»j(»„ , 
= f»,ö IJ -fm,o„ — «,(»,3 — «,Pni *i = -iw,ö i; — WjO^-fiijPn + ^p«- 
Subsliluirt man in (33.) für r,, c 2 : 

»I + J »»1 + 4«! T, , + i «1 T J? , C, + + i «, r„ + J "l « n ■> 

so ergiebt sich : 

= e f 0 (p! + /'i + Vi *'u + »'j *ii , ei + fh + v, ij, + v 2 t'„) x x 

woraus sich durch Vergleichung mit (32.) die Constanten A, B, C bestimmen 
lassen. 

Setzt man nämlich: 

,u, = 2/*i+^i', Vi = 2^4-»'!', 
= 2^, 4- ,«i = 2v' 2 4- 
so ergiebt sich leicht, wenn man die bei der Vermehrung der Argumente 
e,, e 2 um die oben angegebene Grösse zur Ar"" Potenz der ursprünglichen 
Function hinzukommende Exponehtialgrösse kurz mit E bezeichnet, für die 
veränderte //-Function der Ausdruck: 



(38.) I- 

| , U 1 



E.e«\fS^f>{v\, e 2 , ti,, r n , r 2J )„ 
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(37.) 



(mod. 2) 



(38.) 



die Indices der 9- Function durch die Congruenzen definirt sind: 

] m\ = mf-h/*!'- n r = n\ + vj', 
1 m' ~ m\ -f- u'j. n r 7 s -f r", 
und die Grösse c durch folgenden Ausdruck bestimmt wird: 

c — — + + »' J «ni) + lür(i»i», + iB 2 ii 7 ) 

-I- i (mm^nm, + q», +?»,) + 1»; (mj+,«i'-mT) + 1«; (mj-f-u,'-«;) 
- (inj +."/) - /4) - 1 (Mt v, + /^n) 

+ ii i + fh «i + »'1 + v\ m\. 
Da bekanntlich die Determinante: 

a' lt a\ 7 —a n — o„ 
o'n o' n —o n -a„ _ ^ 

~eii —(hi Pn 9n 
-Pn — Pm Pi? Pu 

ist. so folgt aus den Gleichungen (34.): 

• - k' 

n a - p ' 

woraus zu ersehen, dass, wenn k ungerade ist, für verschiedene Werthe von 
m„, m„ nicht nach dem Modul 2 congruento Werthe von ,«,, y t1 y 2 
folgen können, dass somit verschiedenen Substitutionen auch verschiedene 
Indices der Iransformirten Function entsprechen. Ich will es nicht unter- 
lassen, hier den wesentlichen Unterschied, der zwischen der geradzahligen und 
ungeradzahligen Transformation besteht, hervorzuheben. Während wir nämlich 
bei jener fanden, dass nur vier Substitutionen existiren, welche die linke 
Seite der Transformationsgleichung veränderten, wahrend vier andere sie un- 
verändert liessen *), ergicbt sich für die Transformation von nnpaarem Grade, 
dass man aus dem Ausdrucke eines transformirten & alle anderen durch Sub- 
stitution von halben Perioden für die ursprünglichen Argumente ableiten kann, 
so dass also die CoefGcienten (1), (2), (3), (4), (5) in der Transformaiions- 
gleicbung (29.) nur für ein solches # zu berechnen 



*) worauf wesentlich die von mir angegebene Methode zur Bestimmung der Con- 

Grades beruhte. 

14* 



u 
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Der Satz von Hermite, dass es vier transformirte II- Functionen giebt, 
welche durch dieselben vier # des ursprünglichen Systems ausdrflckbar sind, 
folgt aus der einfachen Ueberlegung, dass, wenn diese vier Functionen mit 

#„ 3-ß & y tt ujiy 

bezeichnet werden (soll nämlich eine homogene algebraische Relation vierten 
Grades zwischen ihnen stattfinden, so geht der eine Index aus der Zusammen- 
setzung aller anderen hervor), die folgenden durch die Indices 

aß ay ßy 

charakterisirlen Substitutionen wieder nur Functionen mit den Indices et, ß, y, 
aßy liefern, und ebenso ergiebt sich die von Brioschi in dem oben erwähnten 
Briefe an Hermite gemachte Bemerkung, dass für diese vier transformirten 
//-Functionen die Werlhe der Coefficienten dieselben bleiben, während sie 
selbst nur ihre Stelle ändern. 

Nach diesen Auseinandersetzungen kehre ich nun zur Bestimmung der 
in der Gleichung (29.) noch unbekannt gebliebenen Coefficienten zurück. 

Sucht mau Substitutionen für r,, r, welche die rechte Seite der Trans- 
formationsgleichung ändern, während sie die linke unverändert lassen, so 
findet man hier nicht wie bei der Transformation zweiten Grades Substitu- 
tionen in halben Perioden, welche nur eine Veränderung der Indices der 9- 
Functionen hervorbringen, sondern erhält folgende aus den durch die Zahl 3 
getheilten Perioden zusammengesetzte Ausdrücke: 

(39.) (i«', J = |((i n +o- ia T ll + or w T 13 ) Jwjj = \ (Q n +ff„T„ + a n r„) 
jWn = Mji+«Ii*ii + <£i*u) l w " = i (Cii + ^1^1 + ^1 T n) 

welche, wie unmittelbar aus den zwischen den transformirten und ursprüng- 
lichen Argumenten bestehenden Relationen (4.) zu erkennen ist, die Argumente 
der transformirten 9 nur um ganze Perioden verändern. Was nun die Re- 
präsentanten der nicht äquivalenten Klassen betrifft, so geben offenbar, da in 
der Diagonalrcihe zwei der Transformationszahlcn der Einheil gleich sind, die 
Substitutionen (39.) zwei von einander verschiedene Ausdrücke, welche den 
angegebenen Bedingungen genügen, und wenn man deren Summe und Diffe- 
renz als neue auf die Transformalionsgleichung anzuwendende Substitutionen 
bestimmt, so erhält man, indem man die Argumente verschwinden Iässt, fünf 
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von einander unabhängige zur Bestimmung der Coefficienten ausreichende li- 
neare Gleichungen. Dass dasselbe auch für die übrigen Transformationen einer 
jeden Klasse gilt, folgt aus der Bemerkung, dass das durch eine lineare Trans- 
formation aus dem Repräsentanten der Klasse abgeleitete »9 gleich einem mit 
einer Exponentialgrösse multiplicirten «9 des ursprünglichen Systems ist. Es 
ist wohl kaum nöthig hinzuzufügen, dass wenn man den Transforiuationsaus- 
druck für ein ungerades <V finden will, die eben angegebene Methode die 
Verhältnisse der zu bestimmenden Coefficienten liefert, während wenn das 
trausformirte f> ein gerades ist, dasselbe für die Nullwerthe der Argumente als 
Factor in den für die Coefficienten sich ergebenden Ausdrücken auftritt. Zur 
Durchführung der Transformation braucht man jedoch nur eine dieser Re- 
lationen herzuleiten, da, wie wir oben gezeigt haben, nach der Bestimmung 
eines transformlrtcn & alle anderen durch Substitution halber Perioden für 
die ursprünglichen Argumente erhalten werden, ohne dass die Constanlen eine 
Aenderung erleiden *). 

Es sind somit die algebraischen Ausdrücke für die transformirten 9 - 
Functionen als homogene Functionen dritten Grades der ursprünglichen # ge- 
funden und die Coefficienten derselben rational aus den >?- Functionen mit 
den ursprünglichen Moduln und Argumenten von der Form: 

»i -t-»i r n-i-", V m t + n, r„-f w , r„ 
3 ' 3 

zusammengesetzt. Durch Substitution von halben Perioden und Division der 
so entstehenden Gleichungen erhalten wir die algebraischen Transformations- 
formeln für die Joe/sehen Functionen. Was endlich die Berechnung der in 
den Coefficienten der Transformalionsgleichung vorkommenden Grössen: 



*) Ich bemerke, das» die von Brioschi in dein oben erwähnten Briefe an HermUe 
gegebene Constantenbcstiminuug unvollständig ist; sie ist auf alle die Fälle nicht an- 
wendbar, in denen alle Glieder einer Verticalreihe der Substitutionsdeterminante 



«II 








<, 


*'„ 






-Q» 






Qu 


-<>',, 




Q,t 


Q,t 



= 0 (mod. k) sind, was unter den 40 Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 
nur bei einer nicht der Fall ist. Es inuss ausser den dort in Betracht gezogenen 
Veränderungen der Argumente der transformirten Functionen um gange Vielfache der 
neuen Moduln, auch die Vermehrung derselben um ganze Zahlen, wie es oben von 
mir geschehen ist, zu Hülfe genommen werden. 
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9. ( '", + '>, T,.+w,r, t m, + n, T tl + n t t M \ 

(a ) 1 * 1 * A 

# ( "»,+»■ r, ,+n,r, t ^ »i,-f-«, r^, + n,r„ ^ 

angeht, so weiss man*), dass sie von der Auflösung einer Gleichung vom Grade 

abhängen, von der man, um die Grössen («.) zu finden, nur eine Lösung zu 
kennen nöthig hat. — 

Nachdem ich zur Bestimmung der Coefficicnten der Transformations- 
gleichung die Methode auseinandergesetzt, die ich früher bei der Transforma- 
tion zweiten Grades angewandt füge ich eine zweite hinzu, der ich vor der 
ersten den Vorzug gebe, weil sie uns unmittelbar zur Aufstellung der Modular- 
gleichungen der Transformation dritten Grades führen und für die Coefficicnten 
mit Hülfe der für die Nullwerthe der Argumente genommenen ursprünglichen 
und transformirlen Functionen ziemlich einfache Ausdrücke liefern wird. 

Da es nach den früher angestellten Betrachtungen gleichgültig ist, für 
welches transformirte O man den aus den Functionen des gegebenen Systems 
algebraisch homogen zusammengesetzten Ausdruck herstellt, da man ohne 
Aenderung der Coefficienten durch Substitution von halben Perioden jedes 
andere fr desselben Transformationssystems daraus herleiten kann, so will ich 
die Transformationsgleichung für ein & suchen, dessen Indices die Transfor- 
mationszahlen m, 11, q. p sämmtlich geradzahlig machen. Dass es in jedem 
Transformationssystem ein solches giebt, ist an sich klar, da für die oben auf- 
gestellten Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen das Fundamentaltheta 
diese Eigenschaft besitzt, während es für die anderen Systeme daraus folgt, dass 
deren f> gleich der mit einer Exponenlialgrösse multiplicirten .9- Function des 
zugehörigen Repräsentanten ist. Sind nun m. 11, q, p sämmtlich geradzahlig, 
so wird die in der Transformationsgleichung (29.) zuerst vorkommende Function 

#(*n Pj),»«» 

das Fundamenlaltheln des gegebenen Systems; für die beiden anderen 
Functionen: 

wähle ich zwei ungerade, deren Indices jedoch der Bedingungscongruenz : 

,»;»';+»;»';+ «ir:+,»;»'; = o (mod. 2) 

*) Hermile, sur la division de» fonetions nbfliennes. 



Digitized by Google 



Königsberger, Transformatton dritten Grades der Abehchen Functionen. \\\ 



genügen, also z. B. die Functionen 

und *(«.,«,),„, 

so dass die Congruenzen (30.) als Index der vierten •>- Function 34 ergeben 
und die Transformalionsgleichung somit die Gestalt erhält: 



+(4)*(« n « 1 ),*(r I1 « 1 Ä+(5)*(i» l ,« 4 ) t ^(« l ,^*(« I1 « I ) M , 



die, um es noch einmal hervorzuheben, in jedem Transformationssystem für 
irgend ein X besieht. 

Multiplicirl man die Gleichung (40.) mit .'>(«?,, e,)., und wendet sodann 
die drei Substitutionen in halben Perioden auf dieselbe an. welche von den 
beiden Functionen: 



die erste zu einer geraden, dio zweite zu einer ungeraden Function machen, 
so erhält man, wenn man die Argumente verschwinden lflsst und mit 0 die 
transformirte, mit & die ursprüngliche ^-Function, mit f a achte Einheitswurzeln 
bezeichnet, die folgenden Gleichungen: 



welche mit Berücksichtigung der bekannten Relation: 

(42.) - X-&* M 

die Modularglcichung: 

(43.) «^4a+«,4,»»+«,« f *» = 

und für die Coefficienten (1), (3), (4) die Werthe liefern: 



Wendet man ebenso auf Gleichung (40.) für e,, t>, die durch die Indices 4. 
14 bezeichneten Substitutionen an, welche von den Functionen 

#(«>u«>i)s und #(©,,e a )„, 
die erste zu einer geraden, die zweite zu einer ungeraden Function machen. 



) 5 und #(*>i, e 2 ), 



(41.) 
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so erhält man: 

woraus in Verbindung mit den Gleichungen (41.) und mit Benutzung der 
Relation: 

(46.) i>l + &\< = 9* t -& 4 M 
die zweite Modulargleichung : 

(47.) („6 0 ir* + = 40, 
folgt und sich der Coefficient (2.) in der Form ergiebt: 

dg) (2) - '*flr*:-««g g *:. 
(*°-) w - * 4 ^ u (*: + *j t) • 

Der Coefficient (5) folgt jetzt aus der Gleichung (40.), wenn man auf die- 
selbe eine beliebige Substitution in halben Perioden anwendet, welche der 
Index eines geraden 9- ist. Man findet endlich leicht durch Benutzung der 
Relation: 

9* m +d* u = at-&» 
eine dritte Modulargleichung in der Form: 

(49.) t.4.»«+«,0*»«+tr*,* M = 6 S ,%. 
Uebertragt man die eben gefundenen Resultate auf die Repräsentanten der 
nicht äquivalenten Klassen und beachtet, dass mit Ausnahme der Glieder in der 
Diagonalreihe des die Transformalion darstellenden Schema's sämmlliche Trans- 
formationszahlen == 0 (mod. 8), dass die Grössen m, n, p, q für das transfor- 
mirte Fundamentallhela geradzahlig, dass endlich für dieses letztere 

»l = »»l 1 »3 S »», r Vi = »m y a — *i 
sind, so erhält man die folgenden für alle 40 Repräsentanten gültigen Rela- 
tionen, von denen je drei die zur Transformation gehörigen Modulargleichungen 
vorstellen : 

i0j 4 + flo $ u + 0 a # u = Ol >% . $ 2 >% + 0, # 4 + 0„ = 0 & «9 S , 
Ö4 #4 + Ö M # l4 -f 0 U & u = O s &s , ö„ + öyj #, n -f ö,„ j^D = O h #j , 
0<ll «^«11 ± ö )4 # 14 + ö„ & n = 0 4 . f > 5 , $i 9 7 + ö,j -f 6 n & n = ö 4 &i , 

wobei zu bemerken, dass das positive Vorzeichen der Grösse ö„ 9 lt für die 
durch das zweite und dritte Schema von (8.), das negative für die durch das 
erste und vierte dargestellten Transformalionen gültig ist. Aus den für die- 
jenigen Transformalionen geltenden Modulargleichungen, für welche sowohl 
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die Argumente als auch die Moduln der transformirten ^-Functionen die drei- 
fachen der ursprünglichen sind, ersieht man, dass die in meiner ersten Ab- 
handlung über die Transformation der >46e/schen Functionen (Bd. 64 dieses 
Journals) mit Hfllfe des Additionstheoremes der Functionen hergeleiteten 
Relationen zwischen den Abehcben Functionen mit dreifachem und einfachem 
Modul (für die Nnllwerthe der Argumente) aus den durch die Ausdrücke (50.) 
gegebenen Modulargleichungen zusammengesetzt sind. — Somit waren für die 
Transformation dritten Grades die Modulargleichungen. sowie mit Hfllfe der- 
selben die algebraischen Ausdrücke der transformirten Functionen herge- 
leitet und zugleich die Behandlungsweise für eine beliebige Transformation von 
unpaarem Grade vorgezeichnet. Verbindet man die in dieser Abhandlung ge- 
fundenen Resultate mit denen, die sich bei der Untersuchung der Transformation 
zweiten Grades ergaben, so erhält man ohne Schwierigkeit die algebraischen 
Gleichungen zwischen den ^-Functionen der in einander zu transformirenden 
Abdachen Systeme für einen beliebigen Grad der Transformation. 

Greifswald, im November 1866. 
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Beweis eines Satzes von Legendre, 

(Vod Herrn Stern in 



Ijegendre stellt in seinem trcnU de» integrales Euleriennes einen Sets 
auf. welchen er durch Indnction gefunden hat, und den man, meines Wissens, 
bis jetzt nicht bewiesen bat. Ist nämlich s eine gegebene ganze positive 
und legt man die beiden bekannten Gleichungen 



(A.) J'x.r\i-x) 



■in rix 



(B.) rx.r(^-¥m)...r(— +*) - 



a ' \ a 

tu Grunde, so kann man, nach diesem Satze, mit Hälfe dieser Gleichungen, 
die sAmmtlichen in der Reihe 

(c.) r±, r± t . . . /ir± 

Grössen finden, wenn man von denselben bereits die Anzahl 



» = t(«-t)0-7)(»-f> 



kennt, wo * , ß, y, ... u. s. w. die Primzahlen bedeuten, durch welche « 
theilbar ist, so dass also N der Hälfte der Anznhl der Zahlen gleich ist, 
welche relative Primzahlen zu s sind. 

Legendre bemerkt jedoch zugleich, dass man nicht willkürlich N Grössen 
aus der Reihe (C.) zu diesem Zwecke auswählen kann, dass vielmehr diese 
Auswahl Beschränkungen unterliegt, und dass es nicht leicht sei, vorauszu- 
sehen, welche N Grössen für einen gegebenen Weith * mit Sicherheit zur 
Berechnung der öbrigen fähren. Ich hofTe, dass die folgenden Erörterungen 
zur Aufklärung dieses Gegenstandes beitragen werden. 

2. 

Zur Abkürzung soll im Folgenden statt log.T-^- das Zeichen [~] 
gesetzt werden. Setzt man in (B.) 

b n 

x = — ; a = — 
n c 
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und nimmt die Logarithmen, so hat man also 

**f*jß~*~»{£\ - [±.]+[i±i] + ... + [i±lt=i2.]. 

Ich werde jedoch den in diesor Formel erscheinenden Logarithmen, auf welchen 
bei der Beweisführung Nichts ankommt, woglassen und kürzer schreiben 

so dass man jedesmal, wenn die Formel streng richtig sein soll, den betreffenden 
Logarithmen noch zu supplircn hat. In demselben Sinne schreibe ich statt 
der Gleichung (A.), die Gleichung 

(£.) [«] = -[!-#]. 
Auch werde ich, statt zu sagen log/'—, mich des Ausdrucks bedienen: der 

ff 

Bruch mit dem Zähler 6 und dem Nenner *, oder: der Bruch [ — |, was zu 
keinem Missverstandnisse fahren kann, da von anderen Grössen in Bruchforo 
keine Rede sein wird. Sind zwei solche Brüche [~ j und [ — J so beschaffen, 
dass 6+6'=», so sage ich: diese Brüche ergänzen sich, and man hat also 
nach (E.) 

Auch werde ich die Zahlen, welche zu n Primzahlen und nicht grösser als 
^- sind, die HaupUohien von n nennen. 

3. 

Sei nun zuerst * = »" und n eine Primzahl (2 nichl ausgeschlossen). 
Es ist also zu beweisen, dass man sämmtliche in der Reihe 

m IU IU ■ ■ ■ [^] 

enthaltenen Brüche finden kann, wenn man gewisse in dieser Reihe enthaltene 
Glieder kennt, deren Anzahl -^-(l — -jr) ist 

Dies ist aber auch die Anzahl der Hauptzahlen von Man nehme 
daher an, dass alle Brüche aus der Reihe (F.) bekannt sind, deren Zähler 
die Hauptzahlen von n" sind und es wird nun leicht zu zeigen sein, dass man 
aus diesen alle übrigen Brüche der Reihe (F.) finden kann. 

15» 
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Zunächst findet man durch Formel iE.) die Brüche, welche die als 
bekannt angenommenen ergänzen, man kennt also alle in (F.) enthaltenen 
Bruche, deren Zähler nicht durch » theilbar sind. Man bilde nun alle Brüche 

von der Form [-— r] wo * die HaupUahlen von n'~ 1 bedeutet. Nach (D.) 

hat man, wenn man für * seine verschiedenen Werthe setzt, die — ^-(l - — ) 
Gleichungen 



Jede dieser Gleichungen enthält auf der rechten Seite » Brüche; in allen Gleichun- 
gen zusammen genommen kommen also auf der rechten Seite 4p (i — -^-) Brüche 

vor. Es ist klar, dass sich keiner dieser BrOche auf einen Bruch mit kleinerem 
Nenner als n' reduciren iasst. Auch können nicht zwei dieser Brüche gleich 

sein. Denn aus ["^~+~] = ["^- + ^J wurde l—m = (»'—/') folgen, 
es wflre also l—m durch n" -1 theilbar, wahrend sowohl / als m kleiner als 
-^f- sind. Es folgt hieraus zugleich, dass auch l+m nicht durch »— 1 theil- 
bar ist, es können sich also auch nicht zwei dieser Brüche Mr+~1 und 

La* a J 

[-^-+-— -J erganzen, da hieraus /+» + (/'+ »')»""' = *»' folgen würde, also 

/ • m durch n'~ l theilbar wäre. 

Es ergiebt sich hieraus, dass alle diese Brüche entweder die ursprüng- 
lich als bekannt angenommenen oder deren Ergänzungen sind, mithin jeden- 
falls bekannt sind. Es folgt aber zugleich, dass man, um sie kennen zu 
lernen, auch wirklich die tämmttichen als bekannt vorausgesetzten Brüche 
(oder ihre Ergänzungen) kennen muss. 

Vermittelst der Gleichungen (G.) findet man nun alle oben erwähnten 

Brüche von der Form [^£7] und aus diesen wieder ihre Ergänzungen, d. h. 

also, man kennt nun alle Brüche aus der Beihe (F.) bei welchen der Zahler 
durch n und keine höhere Potenz von » theilbar ist, oder, mit anderen Worten, 
alle BrOche aus der Beihe 
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bei welchen der Zahler nicht durch » theilbar ist. 

Aus diesen findet man nun wieder alle Brüche aus der Reihe (F.) bei 
welchen der ZAhler durch »' und keine höhere Potenz von n theilbar ist. 
Diese Brüche (oder ihre Ergänzungen) sind nflralich in der Form [-^=r] 
enthalten, wenn *' eine der Haupt zahlen von n— 1 bezeichnet. Nun folgt 

Die Brüche auf der rechten Seite dieser Gleichung, welche sfimmtlich in der 
.'-t — J enthalten sind, haben aber Zfihler, welche nicht durch » 
theilbar sind, sie sind also bekannt und mithin auch die Brüche von der Form 
[^»] und ihre Er « aniun g en - Aus diesen Brüchen findet, man wieder auf 
dieselbe Weise alle Brüche der Reihe (F.), bei welchen der Zahler durch «» 
und keine höhere Potenz von n theilbar ist, und so sieht man, wie allmählich 
alle Brüche der Reihe (F.) vermittelst der ursprünglich als bekannt angenom- 
menen Brüche gefunden werden. Es ist mithin für diesen Fall der Legatdresche 
Satz bewiesen. 

4. 

Sei nun * = ab, wo a und 6 Primzahlen sind. Man nehme zuerst an, 
dass man alle Brüche kennt, deren Zfihler die Hauptzablen von ab sind, deren 

Anzahl mithin ^r(l — ist - Aas diesen findet man ihre Ergän- 

zungen und kennt* mithin die sammtlichen Brüche, deren Zfihler Primzahlen zu 
a und 6 sind. Man nehme ferner an, dass b nicht = 2 ist und bezeichne 
durch k eine der Hauplzahlen von 6, also eine der Zahlen 1, 2, . . . ^(6—1). 
Nun hat man nach (£>.) 

w 141 - [■3-]+[*SrI+~+P ± ^F at ]- 

Indem man für * seine verschiedenen Werthe setzU erhfilt man mithin |(t-l) 
solche Gleichungen. Die Brüche auf der rechten Seite der Gleichung sind 

alle in der Form f ] enthalten, ihre Zfihler also jedenfalls nicht durch 6 

theilbar. Ferner sind alle in diesen t(b— 1) Gleichungen enthaltenen Brüche von 
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einander verschieden. Dass nämlich diejenigen, welche zu demselben Werthe 
von * gehören, nicht gleich sein können, versteht sich von selbst. Ware aber 
[*^] = also k-U = 6(1.'-«), so müsste durch 6 theilbar 

sein, während * und k' beide kleiner als 6 sind. In jeder Gleichung wird 
aber unter diesen Brüchen einer und nur einer vorkommen, dessen Zähler 
durch a theilbar ist, da man der Gleichung k+bx = ay, wenn x und y ganze 
Zahlen bedeuten, immer durch ein einziges Werthenpaar i<o, y <C b ge- 
nügen kann. Ist also / der Werth, für welchen k+lb — ma. so bringe man 
den enlsprechenden Bruch [-^-] auf die linke Seite der Gleichung und zwar 
nehme man, wenn m> J6, statt dessen seine Ergänzung mit entgegenge- 
setztem Zeichen. Unter dieser Voraussetzung hat man also 

wüHS) - f& ■•■ + p±^| + p±OT + ■ + [^] • 

Auf der rechten Seite dieser Gleichung stehen nun nur Brüche, deren Zähler 
Primzahlen zu ab sind, deren Werthe mitbin bekannt sind, ihre Anzahl ist 
o— 1. Indem man dann statt * seine verschiedenen Werthe setzt, erhält man 
also ein System Gleichungen (ff'.), welche auf der rechten Seite 

verschiedene Brüche enthalten, d. h. so viel als man als bekannt angenom- 
men hat. 

Die Brüche, deren Differenz auf der linken Seite steht, und |^~J 

gehören beide zu der Reihe von Brüchen, deren Zähler durch a und nicht durch 
b (heilbar ist, und zugleich sind k und m kleiner als \b. Nun giebl es über- 
haupt nur 1(6—1) verschiedene Brüche dieser Art, in den 1(6—1) Gleichungen 
(IT.) kommen aber 6-1 solcher Brüche vor. Es muss daher jeder dieser 
Brüche zweimal und nicht öfter vorkommen, da die Brüche, welche sich aus 
ergeben, wenn man für * seine verschiedenen Werthe setzt, unter ein- 

r am -i 

ander verschieden sind, wie auch die Brüche, die sich aus [-^J ergeben. 
Es sind nun folgende Fälle möglich: 

1) Für einen bestimmten Werth von k ist [f*] = Dann 
findet man aus der enlsprechenden Gleichung (//'.) unmittelbar den Werth von 

\S\ und dieser Bruch komnU nun in keiner cinera anderen Werthe von k 
entsprechenden Gleichung (H'.) weiter vor. 
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Dieser Fall wird immer und nur dann eintreten, wenn a+i durch b 
theilbar int. Ist nämlich f^^-f-^-]' 80 isl ak = ab-am, nun sei 
am — k+lb, also k[a+ 1) = (a—l)b, da nun Ar nicht durch b theilbar ist, so 
muss mithin 6 ein Factor von a+i sein. Ist umgekehrt a+i durch b theilbar, 
so hat man 

„* - „»-[»♦»(.-SSdjßi)]. 

Nun ist A< J6, also ( - a -^<-^-, mithin o--^±^ eine ganze positive 
Zahl, die kleiner als a ist; setzt man sie =/, so kommt der Zahler k+lb 
auf der rechten Seite der Gleichung (JT.) vor und da mithin 

ak = ob-(k+lb), 

seist * + • — und [£] — [-£] 

Ist z. B. i = 45, a - 9, 6 --= 5, so findet man 

-•*- ßB—KUS—fir 

Wie in diesem Beispiele, so ergiebt sich aus dem Vorhergehenden, dass 
Oberhaupt, sobald die Gleichung — [ ™" J für irgend einen Werth von 

k Statt findet, dies bei allen Wertuen von k der Fall ist, d. b. man findet in 
diesem Falle für jedes gegebene k unmittelbar den entsprechenden Werth von 
[Ä] aus der Gleichung (J7\), iu welcher dieser Bruch vorkommt. 

2) Für einen bestimmten Werth von k ist = Die ent- 

sprechende Gleichung (B\) gehl also in 

über, d. h der Bruch [~] lasst sich nun nicht mehr aus dieser Gleichung 
bestimmen, er kommt aber auch in keiner anderen weiter vor. Statt dessen 
hat man aber nun eine Bedingungsgleichung zwischen den Brüchen, welche 
man als ursprünglich gegebene und von einander unabhängige angenommen 
hat. Man streiche also einen dieser Brüche aus der Reihe der gegebenen und 
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nehme dafür den Bruch [-^J als gegeben an, so dass man im Gänsen 
dieselbe Zahl gegebener Brüche hat. 

Dieser Fall wird immer und nur dann eintreten, wenn b ein Factor 
a— 1 ist. Soll er nämlich eintreten, so mnss ka = k • lb sein, da nun k nicht 
durch b t heilbar ist, so muss 6 ein Factor von a—i sein. Ist umgekehrt 
k{a-\) = lb also ka = k+ lb so ist /< a und mithin kommt in der Gleichung 
(üf\), der Bruch [ *^ ] noth wendig auf der rechten Seite vor. Es findet dies 
aber offenbar in jeder der ±(6-1) Gleichungen statt, die sich aus (JT) er- 
geben, indem man für * seine verschiedenen Werthe setzt, d. h. man muss 
alsdann J(6— 1) der ursprünglich als gegeben angenommenen Brüche streichen 

und dafür die Brüche [-^-] [ *^~^° ] als gegeben voraussetzen, und 

»war so, dass man in jeder Gleichung (W.) einen der darin vorkommenden 
ursprünglich als bekannt angenommenen Brüche aus der Beihe der gegebenen 
streicht und dafür den in derselben Gleichung vorkommenden Bruch [-^-] 

Ware z. B. s = 21. a = 7, 6 = 3, so müsste man, nach der früheren 
Vorschrift zunächst die Brüche [,VN tiVK tM IMt [H] als bekannt 
aus welchen sich dann ihre Ergänzungen ergaben , Man hätte aber 

Wr] = M+M+[/r]+[if]+[H]+[4«+[||] 



0 i [A]+[/r]+[*f] + [H]+[M] + C»]. 

Man nimmt daher als gegeben an, wahrend mau etwa [j' T ] aus der 

Beibe der gegebenen Brüche streicht und seinen Werth aus der letzten Glei- 
chung findet. 

3) Findet keiner dieser «wei Fülle statt, so kommt in den Gleichungen 
(jy.) jeder der auf der linken Seite stehenden Brüche [^] in zwei verschiedenen 
Gleichungen vor und »war jedesmal mit einem von ihm verschiedenen ver- 
bunden. Er kann aber nicht beidemal mit demselben Bruche und demselben 
Zeichen verbunden sein. Käme nämlich auf der linken Seite in der einen 

Gleichung die Differenz [-^]-[^'] und in der anderen die Differenz 

[£H£] ~ - — [*]--[£]• *~ - 

dass man »weimal die Differen» [^]-[-^-] hatte, so sei am = * + 
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W = *' + r&, man halte also 

ak ~ ab-(k' + rb), 

ak' m oo-(JM-ß), 
n>'»Wn )(*-*') - ('-'')*. 

es müsste also a—i durch b (heilbar sein und mitbin, wie oben bewiesen 
wurde, m = k und «' = *', also ak^ab-ak' und *+*' = &, was nicht sein 
kann, da * und k beide kleiner als \b sind. 

Dagegen kann es vorkommen, dass drei der Gleichungen (i!T.) die 
Form haben 

[-3-]-[-3r] " *" 

und zugleich k = m", K = m, *" = m' ist. Dann ist die Summe der auf der 
linken Seile der zwei ersten Gleichungen stehenden Ausdrücke, dem auf der 
linken Seite der dritten Gleichung stehenden Ausdrucke gleich. Man hat mithin 
wieder eine Bedingungsgleichung zwischen den als bekannt angenommenen 
Brüchen, man streicht daher einen dieser Brüche aus der Reihe der gegebenen 
and nimmt statt dessen einen der drei Brüche [^]» ["^"] als bekannt 

an, aus welchem sich dann die zwei anderen vermittelst der erwähnten Glei- 
chungen ergeben. 

Es können auch complicirtere Beziehungen zwischen den Brüchen von 

der Form \'-A statt finden, welche zu Bedingungsgleichungen zwischen den 
Lab l 

ursprünglich als bekannt angenommenen Grössen führen. Man kann z. B. das 
System von fünf Gleichungen haben 

[^6"J + \.~äb~\ = " ' 

[*Mt1 - •• 

ItHtI-' 

HS-hVf) - ••• 

wo zugleich *=*'% k'=m, k"=m"', k"'=m', Ar ,v = m". 

Journal für ftUtaematili Bd. LXVII. HeftJ. 16 
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Zieht man die erste Gleichung von der zweiten ab, so erhalt man die 
Differenz [^]-[^] und dasselbe erhält man, wenn man die drei übrigen 
Gleichungen zusammen addirt ; man hat also wieder eine Bedingungsgleichung 
zwischen den als gegeben angenommenen Grossen. Man muss daher einen 
der fünf Bruche [~] . . . [—■] als bekannt annehmen, und dafür einen der 
in der entsprechenden Gleichung //' auf der rechten Seite vorkommenden 
Brüche aus der Reihe der gegebenen streichen, dessen Werth man alsdann 
aus der Bedingungsgleichung kennen lernt. 

Dies wäre z. B. der Fall, wenn .- 55, o = 5, 6 = 11. Hier hatte man 

m - üwsi+Ei+ßi+ia. 

' t4f] - m+Ga+isi+Ki+Ga. 
[#] - Qzi+Ga-Ha+si+ia. 

und demnach 



UD+ESI - 




Bl+Cl - 




m~m - 




[55] "[mI "° 


ia+~ 


[5.J "[55] = 


G3+- 



Die Differenz der zweiten und der ersten Gleichung giebt und 
dasselbe erhalt man, wenn man die drei letzten Gleichungen addirt. Man 
streicht also z. B. [^] aus der Reihe der gegebenen Grössen und nimmt 

[j^] als bekannt an, dann findet man den Werth von [^] aus der Bedin- 
gungsgleichung und ferner aus den vorstehenden Gleichungen die Werthe von 

GS' ßf] u 8 - w ' 
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Jedenfalls wird man . indem man die Werthe der Grössen I — r aus 

*-ao J 

den Gleichungen \H'.) zu bestimmen sucht, entweder auf solche Bedingungs- 
gleichungen zwischen den ursprünglich als gegeben angenommenen Grössen 
geführt, oder man findet die Grössen \^\ wirklich durch Elimination. Dem- 
nach ergiebt sich, dass man alle Brüche, deren Zähler weder durch a noch 
durch b theilbar sind, sowie alle Brüche, deren Zähler durch a und nicht 
durch b theilbar sind, kennen lernt, indem man nur dieselbe Anzahl Brüche, 
wie anfänglich, als bekannt voraussetzt, und sieht zugleich, dass man diese 
Anzahl notbwendig kennen muss. Auf dieselbe Weise behandelt man die 
Brüche, deren Zähler durch b und nicht durch a theilbar sind. Es ist also 
auch in diesem Falle der Legenäresche Salz bewiesen. 

Zur Ergänzung ist nur noch der früher ausgeschlossene Fall zu be- 
trachten, wenn 6 — 3. In diesem Falle giebt es nur einen Bruch von der 
Form nämlich oder [J] dessen Werth sich, wie bekannt, unmittel- 

bar aus - A.) ergiebt, wenn man dort x \ setzt, es bleibt al60 Alles wie 
früher. 



5. 

Um das Vorhergehende an einem Beispiele zu erläutern, sei » = 77. 
Man nimmt also zuerst die 30 Brüche als bekannt an, deren Zähler die Haupt- 
zahlen von 77 sind. Schreibt man Btatt [,' r ] zur Abkürzung nur einfach die 
Ziffer 1 und so in allen übrigen Fällen, so sind diese Brüche: 1, 2, 3. 4, 
5, 6, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 23, 24, 25, 26, 27, 29, 
30, 31, 32, 34, 36, 37, 38. 

Aus diesen findet man zunächst ihre Ergänzungen. Dann hat man 
nach (0.) 

[~] = 1+12 + 23 + 34 + 45 + 56 + 67, 
[tt] = 2 + 13 + 24 + 35 + 46 + 57 + 68, 
= 3 + 14 + 25 + 36+47 + 58+69, 
[^1] = 4+15-1-26 + 37 + 48+59 + 70, 

[^] = 5 + 16+27 + 38+49 + 60+71. 

16* 
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Hieraas folgt 

7 + 21 = 1+12 + 23 + 34 + 45 + 67, 
14-35 = 2+13 + 24 + 46 + 57 + 68, 
21-14 = 3+25 + 36 + 47 + 58 + 69, 
28+ 7 = 4 + 15 + 26 + 37 + 48+59, 
35 + 28 = 5 + 16 + 27 + 38 + 60 + 71, 

aas welchen Gleichungen man durch Elimination alle auf der linken Seile 
stehenden Brüche und dann ihre Ergänzungen findet, so dass man nun alle 
Brüche kennt, deren Zähler durch 7 heilbar sind. 
Ferner hat man 

[^W~] = 1+ 8+15+22 + 29 + 36 + 43 + 50+57 + 64 + 71, 
[^-] - 2+ 9 + 16+23 + 30+37 + 44 + 51+58 + 65+72, 
rii^L] = 3 + 10+17+24 + 31+38 + 45 + 52 + 59 + 66+73, 

also 

11-22 = 1+ 8 + 15 + 29 + 36 + 43 + 50+57+64 + 71, 
22 + 33 = 2+ 9+16 + 23 + 30+37 + 51+58+65+72, 
33+11 = 3+10+17+24 + 31 + 38 + 45 + 52 + 59 + 73, 

die zwei ersten dieser Gleichungen geben den Werth von 11+33 wie auch 
die dritte. Hier erhält man also eine Bedingungsgleichung zwischen den 
Brüchen die man als bekannt angenommen hat. Man streicht daher einen 
dieser Brüche ans der Reihe der gegebenen und nimmt statt dessen einen der 
Brüche 11, 22, 33 als bekannt an, wodurch man die Werth e aller Brüche 
findet, deren Zähler durch 11 t heil bar sind. 

6. 

Es ist nun leicht auf den allgemeinen Fall überzugehen. Sei s — a a b ß e 1 '... 
und a, b, c . . . verschiedene Primzahlen. Man berücksichtige nur, dass, sobald 

man alle Brüche von der Form = [^^^ ] kennt, 

wo a, < o, ß t <.ß, Yi < y u. s. w. und k eine der Hauptzahlen von 

ist, man auch deren Ergänzungen, mithin alle Brüche kennt, deren Zähler zc 
a "ttf- ß *t/~\.. Primzahlen und kleiner als diese Zahl sind. 
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Man geht anch hier wieder zunächst von der Voraussetzung aus, dass 
die Bräche bekannt sind, deren Zahler die Hauptzahlen von * sind, deren 

Anzahl also (l — — — L)... i 9t , und aus welchen man 

ihre Ergänzungen findet, so dass alle Brüche bekannt sind, deren Zähler Prim- 
zahlen zu 3 sind. 

Man berechnet nun die Bräche, deren Zähler durch a, a' . . . aber 
nicht durch 6, c... theilbar sind, auf folgende Weise. Versteht man unter * die 
Hauptzahlen von af- , b ß e r so hat man 

« [*] I [ k + a "- l * c Y - ] | | + O«- 1 ^... ] 

Man setze zunächst voraus, dass a > 1. Alsdann sind die Zähler aller auf 
der rechten Seite dieser Gleichung stehenden Bräche weder durch a noch 
durch 6, c u. s. w. theilbar ; diese Bräche sind mithin bekannt und man findet 

aus denselben alle Bräche von der Form [y-]- Setzt man fär k seine ver- 
schiedenen W'erthe, deren Anzahl - — — j") ••• ' 9t i 90 * p ~ 
hält man ein System Gleichungen, welche auf der rechten Seite im Ganzen 
***^ r '" (l- -jO • •• Br « cl >e enthalten, and mau zeigt wieder leicht, 

dass keine zwei dieser Bräche identisch sind. Dass nämlich die in derselben 
Gleichung vorkommenden nicht gleich sein können, versteht sich von selbst. 
Wären aber zwei Bräche aus verschiedenen Gleichungen einander gleich, so 
würde aus k+la'-'tfc* . . . = *' + /'o" _l 6 y, c r . . . folgen, dass k-k' durch 
a*-'6>V . . . theilbar ist, während * und *' kleiner als a a-1 6 J? c )r . . . sind. Es 
finden sich also auf der rechten Seite gerade so viel verschiedene Bräche, 
als man als bekannt angenommen hat. Weniger als diese Anzahl darf daher 
nicht als bekannt angenommen werden, wenn alle Bräche von der Form [y] 
und mithin alle Bräche, deren Zähler durch die erste und keine höhere Potenz 
von a (und nicht durch b, c u. s. w.) theilbar sind, gefunden werden sollen. 

Aus diesen letzteren Brächen findet man nun ebenso die Bräche von 

der Form [y-], indem man jetzt fär k die Hauptzahlen von o'-Wc* . . . 
nimmt, denn man hat 
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Nun sind hier die Zahler aller auf der rechten Seite der Gleichung stehenden 
Brache durch a and keine höhere Polenz von a, auch nicht durch b, e . . . 

— j- Auf diese Weise fahrt man 
r ka a n 

fort, bis man zuletzt noch die Bräche von der Form /|J berechnen hat, 

wo nun k die Hauptzahlen von b c bedeutet, wahrend man die Werthe 
der Bruche, deren Zähler durch u"~' (und nicht durch o", b, c . . .) tbeilbar 
sind, schon als bekannt voraussetzt. Hier bedarf die Rechnung einer Modi- 
ficalion. Man hat nämlich nun 
|~fcq° j _ j- ^a—' j ^ |^q — 1 + a'- 'bfer. .. j ^ ^ |~ Aa'-'-Ko— ljo '-' fc^cy... j 

Die Zähler aller auf der rechten Seile stehenden Glieder sind jedenfalls durch 
o" -1 und nicht durch b, e . . . (heilbar. Setzt man nun für Ar einen seiner 
Werthe, welcher nicht durch a theilbar ist, so findet sich unter diesen Gliedern 
eines, und nur eines, dessen Zähler ka"*' + la a ~ i b !> <j'... = a'~\k-\-Ü/c r ...) so 
beschaffen ist, dass k \ !!>• ß c> . . durch a theilbar ist, da man der Gleichung 
ax—Vc r ...y = k immer und nur durch einen einzigen Werth von y, der kleiner 
als a ist, Genüge leisten kann Mithin findet sich auf der rechten Seite ein 
und nur ein Bruch, dessen Zähler durch a" theilbar ist. Setzt man dagegen 
für k einen der Werthe, welche durch a theilbar sind, so ist ka? 1 durch a* 
theilbar, es findet sich also auch in diesem Falle ein einziger Bruch auf der 

rechten Seite, dessen Zähler durch a" theilbar ist, nämlich der erste [~] , 
während offenbar die Zähler der übrigen auf dieser Seite stehenden Bruche 
nur durch theilbar sind. Jedenfalls findet sich also auf der rechten Seit" 
ein und nur ein Glied, welches durch a" theilbar ist. Dieses Glied bringe 
man auf die linke Seite der Gleichung. Sei Ära"~ , -Wa" _, 6'V. . . = mof (wo 
auch / = 0 sein kann), so bat man nun 

[~HT] - • 

sollte aber m> — ~— sein, so nimmt man wieder statt \ — — J seine Er- 
gänzung mit entgegengesetztem Zeichen. Indem man nun für k seine ver- 
schiedenen Werthe setzt, erhält man also ein System von 

--r-('-T)O-l)- 

Gleichungen. Man kann nun wieder leicht zeigen, dass alle auf der rechten 
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Seite dieser Gleichungen stehenden Brüche van einander verschieden sind und 
diese Brüche sind alle bekannt, da ihre Zähler durch keine höhere Potenz 
von a als die a — i" theitbar sind. Auch ist klar, dass unter den Brachen 

[~s~] ^ eme zwe ' pichen vorkommen können und da dies auch bei den 
Brüchen [^] der Fall ist, so folgt, dass jeder dieser Brüche zweimal vor- 
kommt. Es treten daher hier wieder dieselben Falle ein, wie sie schon in 
§. 4 besprochen worden sind. Ist für einen Werth von k der Werth von 

[^-] and des correspondirenden [^-] derselbe, so giebt dies eine Bedin- 
gungsgleichung zwischen den auf der rechten Seile der Gleichung stehenden 

— — J wo A gegen s Prim- 
zahl, und man kann sie auf die ursprünglich als bekannt angenommenen, d. b. 
auf diejenigen zurückführen, deren Zähler Primzahlen gegen a sind. Denn 
man bat 

- [±] + p±^] + p±^] + -.-, 

wo die ZAhler aller auf der rechten Seite stehenden Ausdrücke offenbar Prim- 
zahlen zu s sind. Eine Bedingungsgleichung zwischen den Grössen [™~] 
heisst also soviel als eine Bedingungsgleichung zwischen den ursprünglich 
gegebenen Grössen. Man streicht daher eine dieser lotzteren aus der Reihe 
der als bekannt angenommenen Grössen and nimmt dagegen das entsprechende 
[~-] als bekannt au. Man beweist auch hier, ähnlich wie in dem einfacheren 
früher betrachteten Falle (§. 4), dass dies immer und nur dann eintreten wird, 
wenn a — i durch b" C . . . theilbar ist. 

Auch in allen übrigen Fällen, wo sich eine Bediogungsgleichung zwischen 
den ursprünglich gegebenen Grössen herausstellt, verfahrt man in ahnlicher 
Weise, wie dies schon bei dem erwähnten einfacheren Falle erörtert wor- 
den ist. 

Man sieht hieraus, dass man nun schliesslich die Werthe sämmtlicher 
Brüche kennt, deren Zähler entweder durch keine der Zahlen a, b, c, . . . 
oder durch die verschiedenen Potenzen von a und nicht durch b, c, . . . 
theilbar sind, wahrend die Zahl der ursprünglich als bekannt angenommenen 
Brüche immer dieselbe geblieben ist. 

Im Vorhergehenden wurde o ; > 1 angenommen. Ist o = l, so hat ma« 
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Dasselbe Verfahren zeigt nun auch, wie man die Werthe der Brüche 
finden kann, deren Zahler nur durch die verschiedenen Potenzen von b oder 
nur durch die verschiedenen Potenzen von c u. s. w. theiibar sind, während 
die Anzahl der als bekannt angenommenen Brüche immer dieselbe bleibt. 



Um nun die Brüche zu finden, welche in der Form [ — j enthalten 

sind, wo k eine der Hauptzahlen von o w_I b ß ~ l t? . . . bedeutet, geht man von 
der Gleichung aus 

[— J = | | ^6 + o— '6*cr... j ( t j- fcft-Ka — l)a«-'6»er... j 

Die Brüche auf der rechten Seite dieser Gleichung haben Zahler, welche nur 
durch die erste Potenz von b und nicht durch o, c, . . . u. s. w. theiibar und 
mithin bekannt sind. Aus den Brüchen mit dem Zähler kab findet man dann 
wieder auf dieselbe Weise die Brüche mit dem Zähler ka'b . wo nun k die 
Hauptzahlen von n a ~' l b ß ~ i c r . . . sind u. s. w. Schliesslich sind noch die Brüche 
mit den Zählern ka'b zu finden. Hier bezeichnet k die Hauptzahlen von 
b^~ l e r . . . und man hat 

j-faffe-j _ [ ^ kar-'b + a—Wcr. .• j [ j |" te— '6 + (a-l)a— 'ft^cr.. J 

Man beweist nun wieder, wie früher, dass auf der rechten Seite dieser Glei- 
chung ein und nur ein Glied vorkommt, welches durch a" theiibar ist, und 
dass in jeder Gleichung, die man durch Specialisirung des Werthes von k 
erhält, ein anderes Glied dieser Art erscheint. Bringt man daher wieder alle 
diese Glieder, oder, falls sie grösser als 4 sind, ihre Ergänzungen mit ent- 
gegengesetztem Zeichen, auf die andere Seite der Gleichung, so zeigt man 
nun auch wieder, wie in den ähnlichen früheren Fällen, dass jedes dieser 
Glieder zweimal vorkommt, und dass man daher entweder ihre Werthe durch 
Elimination findet, oder hierdurch zu einer Bedingungsgleichung zwischen den 
auf der rechten Seite gebliebenen Gliedern geführt wird. Im letzteren Falle 
hat man wieder eine Bedingungsgleichung zwischen den ursprünglich als be- 
kannt angenommenen Grössen, da jedes Glied von der Form [ k( L "~' b +^' >bßc r . -~| 



den kann, deren Glieder nur Zähler enthalten, die Primzahlen zu a sind. Mar 




in die Reibe 




verwandelt wei 
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streich! daher wieder eine dieser Grössen nus der Reihe der bekannten und 



Aus den bekannten Brüchen von der Form I — I findet man dann 



man, ' nmer in derselben Weise fortschreitend, allgemein die Brüche finden 
kann, deren Zähler in der Form ka a <b ß, c7'... enthalten sind, wo k die Haupt- 
zahlcn von a a ~ a, b^~ fi 'c r ~ r '. .. bezeichnet, während die Anzahl der als bekannt 
anzunehmenden Brüche immer die ursprünglich vorausgesetzte bleibt, wodurch 
der Legettdreschc Satz in seiner ganzen Allgemeinheit bewiesen ist. 

Göttingen, 1. August 1866. 




bekannt an. 



wieder 




nun, wie 
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Zur Theorie der windschiefen Flächen. 

(Von Herrn J. Lüroth in Mannheim.) 

§. 1. Coordinaten einer geraden Linie. 

►Sind o, , o,, a,, o» und 6,, 6 2 , 6,, 6, die homogenen Coordinaten 
zweier Punkte im Raum, so fähren wir als Punktcoordinaten der durch diese 
Punkle bestimmten geradon Linie mit Flacker (Phil. Trans. 1865) die Verhält- 
nisse dor sechs Grössen 

0,6,-0,6,, o,6, — o,6,, 0,64 — 0,6,, 
0,6,-046,, 0,64-046,, 0,6,-0,6. 
«in. Wir sind hierzu berechtigt, weil diese Quotienten die wesentliche Eigen- 
schaft der Coordinaten besitzen, dass sie ungeandert bleiben, wenn man die 
Elemente, von welchen sie abhängen, auf dem Gebilde, welches sie be- 
stimmen, beliebig verlegt. In der That, setzen wir a^i-b, für o„ a,+ «6, 
für 6, so multipliren sich alle sechs Grössen mit dem Factor (« — Ä} und ihre 
Verhältnisse Andorn sich nicht. Jene Grössen selbst werden wir homogene 
Coordinaten der Linie nennen und folgende Zeichen für sie gebrauchen: 

l) | X ' = a ^'~ -Ti = 0|6,— o,6,, x, = 0,64 — o,6,, 

' -T4 = «j^4 — o«6,, x s = 046, — O564, x 6 = 0,6, — o,6 2 . 
Zwischen diesen sechs Coordinaten besteht die identische Gleichung 

(2.) x,x 4 + XjXs + x,*« = 0, 
so dnss sio nur vier unabhängige Grössen vertreten; wie dies sein muss, da 
eine Gerade durch vier Bedingungen bestimmt ist. 

Sollen umgekehrt sechs Grössen x,, ... x* Coordinaten einer geraden 
Linie soin. so müssen sich Grössen o, 6 so bestimmen lassen, dass die Glei- 
chungen (i.) befriedigt werden. Aus diesen folgen aber die Gleichungen 

— o,x 4 — o,x s — o + x„ = 0, 
0i*4 — a,x, + 04X.. = 0, 
ßi*s + o,x, -Ö4X, = 0, 
o.xe-ojxj-l-ojx, = 0 

und damit diese zusammen bestehen können, muss ihre Determinante ver- 
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schwinden. Diese ist eine überschlagene und das Quadrat von x i x < -\-x. i x i -\-x i x t ^ 
was also Null sein niuss. 

Hiermit ist gezeigt, dass die Bedingung (2.; nothwendig und hinrei- 
chend dafür ist, dass sechs Grössen x,, . . . x„ Coordinaten einer Geraden sind. 

Sind andererseits «,, «,, et«, /?,, /?„ fi t die homogenen Co- 
ordinaten zweier Ebenen, so werden wir aus demselben Grunde wie oben die 
Grössen 

y i = «il%- , 9i = a ißi~ *»Ä •> 9> = ff i fi* - «•& i 

als homogene Ebenencoordinaten der Schnittlinie beider Ebenen bezeichnen. 
Diese boiden Arten von Coordinaten einer geraden Linie sind jedoch nicht 
wesentlich von einander verschieden. Bezeichnen wir mit £ die laufenden 
Coordinaten. mit p, q die Coordinaten zweier beliebigen Punkte, so sind die 
Gleichungen zweier Ebenen, welche durch a und b gehen 

•^"± $t<*>b 3 pt — 0, -2"±$i»}6,9* = 0. 
Entnehmen wir hieraus die Coordinaten der Ebenen und bilden die Grössen y, 
so finden wir mit Hälfe eines bekannten Satzes der Determinantenlheorie, 
wenn 2!+a i b i p ) q 4 = D gesetzt wird 

y, = Dx 4 , y 4 = Dx,, y, = Z)x s , y 5 = Z>x 2 , y 3 = Dx,), y 6 = Dx i . 

Es seien nun x,, ... x,,, y,, ... y„ die Coordinaten zweier Geraden; wir 
wollen die Bedingung aufsuchen, unter der sie sich schneiden. Bezeichnen 
wir mit a, b zwei Funkte der einen, mit a, ß zwei Punkte der anderen Linie, 
so ist die Bedingung des Schnittes das Bestehen der Gleichungen 

a,+ kb i = ua, + rß i , (.= 1,2,3,4), 
welches erfordert, dass 

.i'±a,6,a,/9 4 = 0 
sei. Durch Entwicklung ergiebt sich hieraus die Bedingung 

(3) a^+^y. + a^s+Xj^+Xjyß+XcSJ, = 0. 
Bezeichnen wir, wie im Folgenden stets, 

x l x 4 -^-x t x i -f-XjXg mit R, 
so schreibt sich die Gleichung (3.) auch 

= o. 

17» 
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§. 2. Gebilde aus geraden Linien. 

Damit sechs Grössen x,, ... x 6 die Coordinalen einer geraden Linie 
seien, muss die Bedingung bestehen 

Ii = 0. 

Sollen nun die Coordinalen noch einer Gleichung 

« = 0 

genügen, wo « eine homogene Function von x,, ... j^, so giebt es eine 
dreifach unendliche Schaar von Geraden, welche dieser Gleichung Genüge 
leisten. Das so erhaltene Gebilde heissl nach Pliicker ein Complex, und zwar 
vom Grade n, wenn u eine Function » ,rr Ordnung ist. Die Function w ent- 
hält dann 

»-r-l.fff-2.w-f-3.w-h4.il |-5 

~ 1.2.3.4.5 = (» + OJs 

Glieder und (w-f-5j 5 — 1 willkürliche Constanten, von welchen man noch, wenn 

n ^.2 ist, mit Hülfe der Gleichung R = 0 («-f-3} 5 zerstören kann, so dass 

noch w + * • ' " '* — 1 übrig bleiben. Für n — 1 stimmen beide Formeln 

überein, so dass man allgemein sagen kann: 

B- r. i •-r rk i • j j u "+ 1 .(»-f 2)'.« -f-3 . , 
hin Complex n Ordnung wird durch 3~4 uerade 

bestimmt. Wenn Relationen zwischen den Cocfficienten Statt hnben, so kann 
der Complex übergehen in das System der Tangenten einer Oberllüche oder in 
das System der Geraden, welche eine Raumcurvc schneiden. 

Sollen die Coordinalen x t , ... x„ noch eine drille Gleiclium; 

t> = 0 

erfüllen, so genügt nur noch eine zweifach unendliche Schaar von Geraden 
diesen Bedingungen. Man nennt die Gesammtheit dieser Linien nach Pliicker 
eine Congruenz oder nach älterem Sprachgebrauch ein Strahlensyslem. 
Tritt zu den drei Gleichungen noch eine vierte 

fr = 0 

hinzu, so existirt nur eine einfach unendliche Schaar von geraden Linien, deren 
Coordinalen die vier Gleichungen erfüllen. Diese bilden eine Configuralion oder 
im Allgemeinen eine windschiefe Fläche. Ordnung und Klasse der windschiefen 
Fläche sind gleich der Anzahl der Geraden, welche eine gegebene Gerade 
schneiden, also gleich der Zahl der gemeinsamen Wurzeln der Gleichungen 

Ä = 0, w = 0, t> = 0, «p = 0, 
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wo o die Coordinaten einer beliebigen Linie sind. Ist u von der in'*", v von 
der m"", w von der Ordnung, so ist die Anzahl der gemeinsamen Wurzeln 

2/fM« 

und dies also die Ordnung und Klasse der Flache, welche der Schnitt der 
drei Complexe w = 0, r = 0, w = 0 ist. 

§. 3. Das Geschlecht der windschiefen Fläche. 
Denkt man sich die vier Gleichungen 

Ä = 0, u = 0, e = 0, w 0 
aufgelöst, so werden sich die Verhältnisse der sechs Coordinaten darstelle» als. 
im Allgemeinen, algebraische Functionen eines Parameters. Statt dessen aber 
kann man sagen : die Coordinaten werden sich darstellen als ganze Functionen 
von zwei Parametern, welche durch eine Gleichung verknüpft sind. Diese 
Gleichung oder, wenn sie reductibel ist, einer ihrer irrcdticliheln Factoren be- 
dingt dann eine gewisse Klasse von Abelschen Integralen und Functionen und 
zwar 2p fach periodische, wenn p die charakteristische Zahl der .(/«'/sehen 
Functionen ist, auf welche sie führt. Bekanntlich lassen sich dann jene Para- 
meter durch solcho Functionen darstellen, und das Gleiche gilt demnach von 
den Coordinaten oiner Erzeugenden derjenigen einfachen windschiefen Fläche, 
welche dem gewählten irreductiboln Factor entspricht. Wir werden Geschlecht 
der Fläche die charakteristische Zahl der Abelschcn Functionen nennen , auf 
welche sie führt, und stellen uns jetzt die Aufgabe, dieses zu bestimmen. Um 
die Coordinaten x t , ... x u als Functionen zweier Parameter in der angege- 
benen Weise darzustellen, verbinden wir mit den Gleichungen: 

Ii = 0, M = 0, r = 0, ir = 0 
noch zwei Büschel von linearen Complexen 

• a + ab = 0, 
„ + = 0, 

wo «. b, a, ji linearo Ausdrücke der x sind, und eliminiren aus diesen sechs 
Gleichungen die Coordinaten. Die resultircnde Gleichung oder einer ihrer 
irreductibeln Factoren 

</>(*,*) = 0 

ist dann die Gleichung, deren p wir suchen. Ist * der Grad der Gleichung, 
welche in s und 2 von gleichem Grade ist, to die Anzahl ihrer Verzwci- 
gungspunkle, so ist nach Riemann 

(4.) p = |~ 
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k ist nun gleich der Anzahl der Schnittlinien der Fläche mit einem linearen 
Complexe, also gleich dem Grade der Fläche; tu ist gleich der Anzahl der 
Werthe von *, für welche y'(*) = 0 wird, ohne dass zugleich </>'(*) 0 ist, 
d.h. gleich der Anzahl von Complexen des Büschels a + ßs, welche zwei 
henachharle Erzeugende mit der Fläche gemein haben oder sie berühren. 
Diese Zahl, welche man, nach der Analogie der Raumcurven, etwa den Rang 
der Fläche nennen könnte, und damit p, lässl sich bestimmen, wenn, wie wir 
jetzt annehmen wollen, die windschiefe Fläche der vollständige und nicht in 
Theile zerlegbare Schnitt der drei Complexe m = 0, r^O, ip=0 ist. Be- 
zeichnen wir nämlich mit a, b, c, d irgend vier Linien, so bestimmen diese 
ein Büschel von linearen Complexen und die Bedingung, dass einer derselben 
durch die Erzeugenden x, x + dx gehe ist dann 

Z±x l dx 1 a i b^c ! ,d u — 0. 

Um diese Bedingung mit Hülfe der Gleichungen 

R = 0, w = 0, 9 = 0, ir = 0, 

ZR, dx, = 0, Zu, dx, = 0, Zt>. dx, = 0, Zw, dx. = 0, (tp t = |j) 

zu reduciren, multipliron wir mit 

Z±u,v 1 u3 J R 4 a s ß,^ 

in welcher Determinante die « und ß beliebige Grössen sind, und erhalten 
dann, nach Fortlassung eines nicht verschwindenden Factors: 

Zu,a, Zc.Oi Ztr,a, ZR^, 

Zu t b, Z^b. Zw.b, ZR,b, 

Zu,c, Zt>,c, Zw,c, ZR,c, 

Z Ui d t Zt> t d t Zw.d, ZH.d, 

Diese Gleichung ist vom Grade /-f m + n — 2 und der durch sie dargestellte 
Complex schneidet also die windschiefe Fläche in 2lmn{l | m • « 2 Linien. 
Dies ist die Zahl der gesuchten Complexe, vorausgesetzt, dass die Determi- 
nante, mit welcher multiplicirl wurde, nicht verschwindet. Dies geschieht über 
unabhängig von den « und ß, wenn entweder alle «, oder e ( oder w, ver- 
schwinden, oder wenn eine Gleichung besteht von der Form 

*,«rl-a*M-*»»«+**Ä< = 0, («' = 1, 2, ... 6) 
in welchen beiden Fällen die windschiefe Fläche Doppelerzeugende besitzt, 
für die mit auch y'(») zu Null wird. Ist die Anzahl dieser Linien d, 



(5.) D = 
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so ist demnach 

;6.) w = 2lmn{i+m+n-2)-2<l; 
und somit, da hier k = 2/m», 

(7.) p = /«n(/4-w + «-4)+l-rf. 
Wenn die Flache nicht der vollständige Schnitt dreier Complexe ist, ziehen 
wir aus der Gleichung (4.) das Resultat 

(8.) u> ^= 2A+2(/»-l). 
Um nun andere, auch für diesen Fall geltende, Formeln für p zu erlangen, 
stellen wir die Folgende Betrachtung an. Wie leicht zu sehen ist, sind die 
Coordinaten des Schnittpunktes einer Geraden und einer Ebene lineare Functio- 
nen der Coordinaten der Geraden. Schneiden wir also die windschiefe Fläche 
durch eine Ebene, so werden sich die Coordinaten eines Punktes der Schnitt- 
curve darstellen als ganze Functionen von zwei Parametern, zwischen welchen 
eine Gleichung besteht, die auf 2p fach periodische Functionen führt. Das 
Geschlecht der Schnittcurve ist also gleich dem Geschlechte der Fläche selbst*). 
Die Schnittcurve hat einen Doppelpunkt, wo ihre Ebene eine Doppelcurve 
oder eine Duppelcrzeugende schneidet. Bezeichnen wir also die Anzahl der 
Doppelerzeugenden mit d, die Summe der Grade der Doppelcurven mit d, 
so ist 

(90 p = *-'-*- 2 -rf-J. 

Andererseits stellen sich auch die Coordinaten einer Ebene, welche durch eine 
Gerade und einen Punkt geht, als lineare Functionen der Coordinaten der 
Geraden dar, und so findet man das Geschlecht der Fläche auch gleich dem 
Geschlechte des Tangentenkegels, den man von einem Punkte an sie legen 
kann, wenn man den Kegel als Einhüllende einer Schaar von Ebenen be- 
trachtet. Die Klasse dieses Kegels ist aber gleich der Ordnung k der Fläche; 
er hat eine Doppeltangentenebene, wo die Fläche eine Doppelerzeugende be- 
sitzt und ausserdem möge er noch d' Doppeltangentenebenen besitzen, welche 
Doppeltangentenebenen der Fläche sind. Dann ist 

p = ^ d ~ d - 

Wir sehen aus der Vergleichung beider Formeln für p dass tf = <F, dass also 
die Summe der Ordnungen der Doppelcurven einer windschiefen Fläche gleich 
ist der Summe der Klassen der abwickelbaren Flächen der Doppeltangenten- 

*) Dies wurde, soviel ich weiss, zuerst von Herrn H. Schwan ausgesprochen 
(dieses Journal Bd. 64, p»g. 2). 
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ebenen. Wobei unter Klasse, wie gebräuchlich, die Anzahl der Ebenen ver- 
standen ist, welche durch einen Punkt gehen. Mit Hülfe dieses Ausdrucks für 
p finden wir noch 

Wenn wir endlich aus (9.) <J berechnen und für p soinen Werth (7.) anwenden, 
indem wir * entprechend = 2lmn setzen, so finden wir 

(10.) <* - lmn{2lmn -l-m-n +i ) -d 

als die Summe der Ordnungen der Doppelcurven einer windschiefen Fläche, 
welche der vollständige Schnitt dreier Complexe ist. 

§. 4. Die allenthalben endlichen Integrale. 

Den im vorigen Paragraphen gefundenen Werth (7.) von p kann man 

bestätigen durch directe Aufstellung der Integrale erster Gattung, deren es 

bekanntlich p verschiedene giebt. Die Form dieser Integrale ist nach Herrn 

Ckbsch (dieses Journal Bd. 63, pag. 224) 

fO£±a l l,,c l d t x i dx, 
J D ' 

* wo D die Bedeutung hat, die es im vorigen Paragraphen besass und wo 6 
eine homogene Function der Coordinaten ist vom Grade /-t-fn-f-» — 4. Diese 
Function enthält nun (l+m±n+i) s Glieder, von welchen sich jedoch mit 
Hülfe der gegebenen Gleichungen leicht manche zerstören lassen. 

Es möge allgemein eine Function k lr " Grades der sechs Grössen x 
bestehen neben einer Gleichung von den Graden *„ k„ * 4 , so sieht man 
leicht man, dass man, wenn fr>-*,+A ? -fAr 3 + * 4 , mit Hülfe der gegebenen Gleichun- 
gen, in der Function A"" Grades so viele Glieder zerstören kann, dass nur noch 

(* + 5) t -^ (k-k i+ b) 6 + £ (k-k-K^-j:(k-krk M -k l+ b) s + (k-k^-kt-Wt 

• M Mi 1 

übrig bleiben, wo 2, die Summe bedeutet ausgedehnt über alle Combinationen 

ohne Wiederholungen der vier Zahlen 1, 2, 3, 4 zu zweien, 2 zu dreien u. s. w. 

Um die obige Zahl auszuwerthen , beachten wir, dass (i» + 5)$ der Coefficient 
ist von x' in der Entwickelung von (1+x)" tS nach Potenzen von x; der 
obige Ausdruck ist dann gleich dem Coefficienten von x s in der Entwicke- 
lung von 

(1+*)'-. {l-(l +a:r i .}.{i_ ( i + a . r *.}.{ 1 _ ( i +a;) -.}. {1 _ (1+;r) -. } 
= x\(l + xr>.k l k ! k 1 k A {i-(k l + k, + k i +k.+4)x+.~} 
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nach Potenzen von x, und findet sich also 

(11.) = kk i k 1 k s k i --^^(k l + k 1 + k i + k<-6). 

Ist, wenn *„ nach der Grösse geordnet sind, ft < *, -f jfc, + + A- 4 

dagegen >*,+ k 3 + k>, so ist die obige Zahl zn vermindern um 

(*-*,-A 2 -*3-A 4 -f5) 5 
d. h. zu vermehren um (*, + ** + & 3 fÄ.-Ä-l)». Wenn * auch noch 

so ist der Ausdruck weiter zu vermindern um (*,+*, + *♦— Ar— 1), . Hier, 
wo k^l+m+n-A und *, = 2, tritt der letzte Fall ein und es findet sich 
demnach die Zahl der Glieder 

r= 2lmn{l+m + n-4)-lmn(l+m + n-4) + i 
= /mn(M-m + »-4)+l. 

Da aber der Complex 0 noch durch die Doppelerzeugenden gehen niuss, für 
welche die Determinante D = 0, so ist diese Zahl noch zu vermindern um d, 
so dass in der Thal nur p Glieder übrig bleiben, welche mit willkürlichen 
Constanten mulliplicirt sind. 

Die windschiefe Fläche wird von einem Complex in einer endlichen 
Anzahl Linien geschnitten. Wie nun Herr Clebtch a. a. 0. gezeigt hat, ist 
die Summe von .46e/schcn Integralen erster Gattung ausgedehnt über dieses 
Schnittsyslem constant, wenn der Complex durch die Doppelerzcugenden geht. 
Durch passende Wahl der unteren Grenzen, oder indem man von einem 
Schnittsystem bis zu einem anderen integrirt, kann dieser constante Werth 
gleich Null oder wenigstens gleich einem Periodicitätsmodul gemacht werden. 
Ist der Complex von der Ordnung k, so erhält man auf diese Weise zwischen 
den 2klmn — 2d Schnittlinien beider Gebilde p Gleichungen und p dieser Linien 
sind also durch die übrigen bestimmt. Und in der Thal beträgt, wenn k~j> 
/ + fB-f n — 3, die Anzahl der in k noch bleibenden Conslanten nach (11.) 

2 klmn — lmn(l+ m -|- » — 4). 

Man kann also von dem Schnittsystem 2 klmn — Imn (l-\-m + n — 4) — d—\ Linien 
beliebig wählen und lmn(l+m+n— 4)— d+i ~-p sind dadurch bestimmt. Die 
aus dem v4oe/schen Theorem fliessenden Gleichungen sind also gerode hin- 
reichend zur Bestimmung dieser Erzeugenden. Wenn + » — 3, so 
wird die Zahl der durch die übrigen bestimmten Schnittlinien kleiner, ohne 

Journal fUr Matbemmtik Bd. LXVU. Heft. 2 18 
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dass jedoch die Gleichungen des Abelschen Theorems zu bestehen aufhören 
können. 

Man kann mit Hülfe des >46e/schen Theorems, nach Analogie der von 
Herrn Clebsch bei den Curveu aufgestellten Sätze, mit Leichtigkeit Sätze auf- 
stellen über die Berührungen von Complexen mit windschiefen Flächen, die 
wir jedoch, da sie sich beinahe wörtlich aus jenen ablesen lassen, übergehen. 

§. b. Die singulären Erzeugenden. 

Zwei aufeinanderfolgende Erzengende einer windschiefen Fläche schnei- 
den sich im Allgemeinen nicht, und es existirt nur eine endliche AnzahL von 
solchen, bei welchen es Stall hat. Wir wollen diese singulare Erzeagende nennen 
und uns jetzt die Aufgabe stellen, deren Anzahl zu bestimmen, für den Fall 
einer windschiefen Fläche, welche der Schnitt dreier Complexe ist. 

Es seien x,, ... x 6 die Coordinaten einer Geraden, x+dx die einer 
benachbarten. Es bestehen dann die Gleichungen 

Ä(x) = 0, R{x+dx) = Zdx i ~ + iZdx ! dx k -^!^ = Q. 

Sollen sich beide Linien schneiden, so muss 

= o 

sein. Verbindet man diese Gleichung mit der vorigen, so zeigt sich, dass, 
wenn zwei Systeme von Grössen x, x+dx die Coordinaten zweier sich schnei- 
denden Linien sein sollen, die Gleichungen bestehen müssen 

(12.) Ä(x) = 0, XÄ^-O, JS^-dx.dx^Ö. 

Neben diesen gelten für unseren Fall die Gleichungen 

u = 0, e = 0, w = 0, 

Zu ( dx. = 0, ^vjxi = 0, J^rfx, = 0. 

Bestimmen wir aus den drei letzten Gleichungen, der zweiten (12.) und einer 
Gleichung 

Sk.dx, = 0, 

welche aus einer Beziehung -2"A 4 x, = 1 zwischen den homogenen Coordinaten 
hervorgeht, die Verhältnisse der dx und setzen sie in die letzte Gleichung 
(12.) ein, so erhalten wir in der mit 
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welcher die windschiefe Fläche in den gesuchten Erzeugenden schneidet. In 
der so erhaltenen Gleichung kommen die willkürlichen Constanlen * noch im 
zweiten Grade vor. Diese kann man anf bekannte Weise in einen Factor 
\-k\x 0 ) 7 ^i vereinigen und erlangt so endlich die Gleichung des 
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Dieser Complex ist vom Grade 2(/4 m+n — 3). Die Anzahl seiner Schnitt- 
linien mit der Flache ist somit = 4lmn(l+m+n — 3). Jede Doppelerzeugende 
ist aber auch Doppelerzeugende dieses Complexes, und somit sind von dieser 
Zahl die 4rf Schnittlinien, welche in Doppelerzeugende fallen, fortzulassen, 
weil sich dort wohl benachbarte, aber nicht aufeinanderfolgende Erzeugende 
schneiden. Es bleibt also die Zahl der singularen Erzeugenden 



Für ein Hyperboloid ist * = 2, p = 0. Daher die Zahl wie bekannt =0. 
Setzen wir / = 2, m = 1, n = 1, so wird * = 4, p = l und also die Zahl der 
singularen Erzeugenden =8. 



Complexes, wenn 



man noch die Werthe der 



OX,CXk 



einträgt : 




= 4/»wi(/+m+»-3)-4d 
= 2A+4(p-l). 
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§. 6. Beziehung der windschiefen Flüche auf eine Cnrve. 

Wir haben gesehen, dass die Coordinaten der Erzeugenden einer wind- 
schiefen Fläche sich darstellen als homogene Functionen dreier Parameter, 
zwischen welchen eine Gleichung besteht. Fassen wir diese Parameter als 
die Dreieckscoordinaten eines Punktes in einer Ebene auf, so stellt die Glei- 
chung zwischen ihnen eine Curve dar und es ist also, durch die homogenen 
Functionen, eine solche Beziehung festgesetzt zwischen der Fläche und der 
Curve, dass, im Allgemeinen, jedem Punkte der Curve eine Erzeugende der 
Fläche entspricht und umgekehrt. Jedem Punkte der Ebene wird aber auch 
eine gerade Linie zugehören, deren Coordinaten man findet, indem man in 
jene Functionen die Coordinaten des Punktes einträgt ; alle diese Linien bilden 
eine zweifach unendliche Schaar, d. h. ein Strahlensystem und sind durch ge- 
wisse Eigenthümlichkeiten an einander geknüpft. Jeder Curve der Ebene ent- 
spricht dann eine windschiefe Fläche des Strahlensystems, und der Geometrie 
der Ebene eine Geometrie im Strahlensystem. 

Es mögen die Coordinaten x einer geraden Linie gegeben sein als ho- 
mogene Functionen m'" Ordnung 

(14.) p«, = fPfefrfc), 
wo (? ein Proportionalilätsfactor ist, und die Functionen r/> als so beschaffen 
vorausgesetzt werden, dass sie dio Gleichung 

(15.) «/«'y^-f-y^^' + ^'r/^ = 0 

identisch erfüllen. 

Wir wollen ferner voraussetzen, dass Punkte, Ausnahmspunkte, vor- 
handen sind, für welche alle Functionen <p gleichzeitig verschwinden; und 
zwar mögen die Curven (p = 0 im i" n Ausnahmspunkte alle einen /.fachen 
Punkt haben. Da für einen solchen Punkt die linken Seiten von (14.) gleich 
Null werden, so mflssen entweder alle x verschwinden, was keinen Sinn hat, 
oder (> mussNull sein und zwar r;fach. Differentiiren wir nun die Gleichungen 
(14.) //mal, so erhalten wir, da für den Ausnahmspunkt rfp=<fp=» = d''- | p=0, 

d'Q.x, - Zdy'l'dyVdyr vW\ 

wo der Kürze wegen r)^ 1 " für -~- ( — gesetzt ist. Man sieht hieraus, 

dass jeder Richtung in der Ebene der y, in der man vom Ausnahmspunkte 
fortgehl, eine bestimmte Linie entspricht. 
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Denken wir uns nun in der Ebene der y oine Curve n" r Ordnung 
/"=<), welche imi"" Ausnahmspunkte einen «.fachen Punkt hat, und bestimmen 
die Ordnung der ihr entsprechenden Fläche. Diese ist gleich der Anzahl von 
Schnittpunkten mit einer Geraden a oder gleich der Anzahl der gemeinsamen 
Wurzeln der Gleichungen 

Es sind deren m.n. Da aber die zweite Gleichung, unabhängig von den a 
befriedigt wird durch die Coordinaten der Ausnahmspunkte, so sind die diesen 
entsprechenden Schnittpunkte zu verwerfen und der Grad der Fläche ist also 

(16.) k = m.»-^"a,T/,. 

Das Geschlecht der Fläche ist gleich dem Geschlechle der Curve f und so- 
mit, wenn wir mit ß die Anzahl der Zweige eines vielfachen Punktes be- 
zeichnen, der kein Ausnahmspunkt ist 

(17.) p - ^ ■* 2 2 

Die Fläche wird dann die Erzeugenden, die vielfachen Punkten entsprechen, 
welche nicht zugleich Ausnahmspunkte sind, zu vielfachen Erzeugenden haben, 
und zwar zu ß fachen, wenn der betreffende Punkt ß Zweige hat. Ausser- 
dem werden noch Doppelerzeugende auftreten, welche von der Natur des 
Sirahlensystems herrühren. Deren Anzahl plus der Summe der Grade der 
Doppelcurven findet man aus (9.) §. 3, indem man die oben gefundenen Werthe 

für * und p einträgt und von der berechneten Summe rf+J noch .S"— ^ ~^ 
abzieht. 

Es ist hier, wie im Folgenden, vorausgesetzt, dass die vielfachen Punkte 
kerne zusammenfallenden Tangenten haben. 



§. 7. Der Rang der windschiefen Fläche. 

Die Zahl der linearen Coroplexe eines Büschels, welche eine wind- 
schiefe Fläche berühren, könnten wir, mit Hülfe der obigen Zahlen, aus (8.) 
berechnen. Wir wollen jedoch hier, um eine Anwendung der eben entwickel- 
ten Principien zu machen, jene Formel direct verificiren. 
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Die Gleichung des Büschels sei u + ^« = 0, wo « uud e lineare Aus- 
drücke in den x sind. Wenn man nun in der Gleichung eines Complexes 
für die Coordinaten x die <p setzt, so erhält man die Gleichung einer Curve, 
deren Schnittpunkte mit f = 0 den Schnittlinien des Complexes mit der Flflche 
entsprechen. Aus dem Büschel von Complexen « + 1* = 0 entsteht so ein 
Curvenbüschel und der gesuchte Rang der Flache ist gleich der Anzahl von 
Curven dieses Büschels, welche f=0 berühren, d. h. gleich dor Anzahl der 
Schnittpunkte dieser Curve mit der Jaco6tschen Curve der Functionen f, u, x>, 
deren Gleichung T=0 wir abkürzend schreiben wollen 

; n 

(18.) r«[ 



= 0. 



Diese Curve ist von der Ordnung 2m -f n — 3 und die Anzahl ihrer Schnitt- 
linien mit f— 0, also n(2m + n -3). Hievon gehen ahereinige ab. Hat f—0 
einen /? fachen Punkt, der kein Ausnahmspunkt ist, so hat T einen (ß—i) fachen 
und die hier entstehenden ß(ft—\) Punkte sind nicht zu zählen. 

Hat aber f einen a fachen Punkt in einem rj fachen Ausnahmspunkt, so 
wird T (2»?+«-3)fach Null. Um die Natur dieses Punktes näher zu unter- 
suchen, setzen wir in T für y y + H, wo unter y die Coordinaten des be- 
trachteten Punktes verstanden sind und entwickeln. Das erste Glied, welches 
nicht verschwindet, enthalt Je'»-*- 1 , dessen Coefficient ist 



Aber auch dieser 



wo v"<f symbolisch gleich ist 

Coefficient ist gleich Null. Um dies zu zeigen, bilden wir, unter A beliebige 
Grössen verstanden, 



0 


a-7< 


0 




0 





Aus der symbolischen Darstellung von 'B*<p folgen nun leicht die Gleichungen 



9i 
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mil deren Hülfe die rechte Seite der vorigen Gleichung 

0 4 

(»-«+i)ö--7 ö-'/i 

(»-if + ljö*- 1 « S' - *«. 

wird. Dieser Ausdruck verschwindet aber, da ja d" l f und B'-'u, d*-'» 
verschwinden, weil feinen o fachen, u und e aber einen »? fachen Punkt haben. 
Wir müssen also den Coefficienten von J»» + *- a betrachten, der sich findet 









a~7, 




8-7; 






+ 




+ 






Ö'-'e, 











Multipl ici reu wir wieder mit A, 9l + A l9 , + A 393 , so geht mit Benutzung der 
früheren Gleichungen der erste Term über in 



0 




-a)d'f 




0 




0 





und ähnlich verwandeln sich der zweite und dritte Term, so dass man schreiben 
kann 

0 A t 

<.-«)ÖY 9~V! 

Multiplicirt man die drei letzten Reihen mit 
subtrahirt von der ersten, so kommt: 



(A l9l + A J * + A i9a )d , »- i T = - 



— v m — n 
~ — — ~ — 



s, und 



(A l9l + A l9l + A s9i )d 7, >+ a - , T= - 



(19.) 



v 



(AM+AiTk+Ayri,) 



V 
0 

0 



a*-'«>. 



84 

a*-"e, 
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Die Curve T hat also einen (2ij + a — 2) fachen Punkt, von dessen Tangenten 
a mit denen des Punktes von f= 0 zusammenfallen ; und die Anzahl der fort- 
zulassenden Schnittpunkte ist somit a(a + l) + (2tj-2)a. Die gesuchte Zahl 
wird also: 

= ii (2m + n -3) - 2 ß(ß-l)- ^/.«.-^«.(o, - 1) 
= 2A+2(/>-l), 
wie wir ohen gefunden hatten. 

§. 8. Die singulären Erzeugenden. 

Wir wollen jetzt die Anzahl der singulären Erzeugenden bestimmen, 
welche auf der durch die Curve f = 0 dargestellten Fläche liegen. 

Die Bedingung, dass sich zwei durch die Punkte y und y + dy re- 
präsenlirte Linien schneiden, ist die 

+ (y)<p m (y + dy ) 4 • V (6 ' (Jf ) <f iS > (y + dy). 
Entwickeln wir hier die <f{y + dy) und bedenken, dass der identischen Glei- 
chung (15.) wegen, 

tpM <p w + <p WyJ" + <p w tf f 1 + 9 ,M y {3) + </> (1 > yj« 4- y < 6 ' </f > hb 0, 

so verschwinden die Glieder erster Ordnung und die Glieder zweiter Ordnung 
schreiben sich, 



(20.) 



gesetzt, 



(22.) 2a*dy,dy k - 0. 



Setzen wir hier für die Verhältnisse der dy die Werthe, welche sich aus den 
Gleichungen 

^^, = 0, Xk,dy t = 0 
ergeben, so erhalten wir in 

flu «« flu A *i 
«ji <»n «a /i *i 

«hl «Ii «13 A 

h A A o o 

*, *, A, 0 0 



(23.) 8 = 



= 0 
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die Gleichung der Curve, welche f—0 in den Punkten schneidet, welchen 
singulare Erzeugende entsprechen. Diese Gleichung enthält noch die Grössen 
k im zweiten Grade, und diese müssen in einem Factor abgesondert werden. 
Dass dies möglich ist, sieht man leicht ein. Denn bildet man, einen Aus- 
druck wie tfiffi+flifi+Oifi — a gesetzt, S.P, indem man der obigen Deter- 
minante noch die Zeilen 

u /, 0 0 0 / 
0 0 0 0 0 / 0 

und die entsprechenden Colonnen zufugt, so kann man diese Gleichung leicht 
transformiren. Es dienen hierzu die aus (21.) wegen des Satzes der homo- 
genen Functionen hervorgehenden identischen Gleichungen 

(24.) -?0** = O, (*=1,2,3). 
i 

Die transformirte Determinante ist dann gleich S'.k'\ wo S' sich von S nur 
dadurch unterscheidet, dass die / an die Stelle der k getreten sind. Aus der 

S 

Gleichung S.l' = S .k 1 folgt aber, dass ~,- von den k frei sein muss, w. z. b. w. 

Um den Factor k* = 1 wirklich abzusondern, bedarf es einer genaueren Unter- 
suchung der Form der Grössen a„ , Wir glauben diese hier um so mehr 
fibergehen zu können, als die Untersuchung der Singularitäten von 5 sich 
leichter an die obige Form anschliesst, und die andere, von k ! befreite Form, 
keine Vortheile bietet. 

Die Curve 0=0 ist von der Ordnung 2(m + n- 3) und hat also 
2»(»+» - 3) Schnittpunkte mit f=0. Von diesen Punkten sind jedoch manche 
zu verwerfen. Hat zunächst die Curve f= 0 einen /^fachen Punkt, der kein 
Ausnahmspunkt ist, so hat S dort einen (2/f— 2) fachen Punkt, und die Anzahl 
der in diesem Punkte vereinigten Schnittpunkte betrugt somit 2ß{ß—\). Diese 
sind aber nicht zu zahlen, weil sich in der entsprechenden Linie wohl un- 
endlich nahe aber nicht aufeinanderfolgende Erzeugende schneiden. 

Hat aber die Curve f einen «fachen Punkt in einem Ausnahmspunkt, 
so ist der Fall, dass dieser ein einfacher Punkt aller Curven <p = 0 ist, von 
dem zu trennen, dass er ein vielfacher Punkt ist. 

Im ersten der beiden Falle wird S (2«- 1) fach Null, da, wie aus 
(20.) erhellt, a» daselbst Null wird. Um die Natur dieses Punktes zu er- 
forschen, haben wir zu betrachten 

Jonnud für M»them»tik Bd I.XVU. Bellt. 19 
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2 — 




oa 13 




«1 


dem 


da* 






Ar» 


d<hi 


da„ 






* 3 


B-*ft 






0 


0 






*, 


0 


0 



8*-*S = 



Mit Hülfe der Gleichungen, welche die o a definiren, erkennen wir 
dass für einen Ausnahmspunkt die Gleichung Statt findet: 

dciik . da** , dahi _ n 



leicht, 



aus der sich die speziellen Falle 

da kh 



= 0; 



8g; _ . don 

35 ~~ ^y* 



ergeben. 

Weil ferner für einen Ausnahmspunkt o u = 0, so hat man auch die 
Gleichung: 

da.» da*» Oflq ., 

Berechnet man aus diesen Formeln die Werthe der Differentialquotienten, so 

findet man schliesslich 

da n - 2M(jf 3 »,-y,» J ), ba a = -Jfy J », + iVy,* 1 +(% l -iVy 1 )»„ 
da n = 2N(y 1 i ) -y s » l \ da,, = (ity, -/>,)».- Ny,*,*/ 7 *,*,, 
f?a u = 2P(y 1 *,-y 1 » 7 ), da,, = Jfjf, »i + Cjfj — *|f i) »« - f • 

Aus der identischen Gleichung .£0^ = 0 folgt noch die Gleichung -2"da tt y 4 = 0, 

deren Bestehen erfordert, dass 

sei. Dieser Gleichung genügend kann man setzen 

M.N.P = Aitfi-Atit.Aifi-Atyr.Atjft-Atg,. 
Führt man nun die Werthe der da« in d^-'S ein, so findet sich dies 



8- 



x ft Ajf/i-AiHz 
d'-'f, A&- A,y t 



Reducirt 
endlich 



jf, •, *aö— /i — V» 

y, *, k^'-'f.-k.d'-'f, 
diese beiden Determinanten auf die bekannte Art, so findet sich 



(25.) 8^8 = B'f.(A l d'- l f l + A 2 8'- l r^A i d" l f i ).k l . 



r 
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Die Carve S hat also im Ausnahmspunkt einen (2o-1) fachen Punkt, von dessen 
Tangenten a mit denen des Punktes von f coincidiren. Dieser Punkt absorbirt 
somit «(a+l)+«(«-l) = 2a I Schnittpunkte, die nicht zu zahlen sind. 

Wir betrachten jetzt den Fall, dass der Ansnahmspunkt ein r\ fochor 
Punkt ist, wo .-. • 2 Da, wie man aus (21.) sieht, die o rt (2t] — 2) fach Null 
werden, so hat 5 einen (2i;4-2o — 4) fachen Punkt. 

Um ihn genauer zu untersuchen, betrachten wir die Polare 



0 

0 



lh 

0 
0 



Da nun die Gleichung 

+«afj = 0 
eine identische ist, so gelten für den 



mspunkt die Gleichungen 

(26.) y l d l "-'a, l +y J d^a a +y 1 d i ^a a = 0. 
Aus der Gleichung 

die, wegen 



auch geschrieben werden kann: 



folgt 



Die rechte Seite dieser Gleichung ist identisch Null, wie sich sogleich zeigt, 
wenn man die Operation d*' auf die identische Gleichung 

yC«>y<«) + ^(»yC») + y(J) V <«S) = o 

anwendet, für die y die Coordinaten des Ausnahmspunktes setzt und dann 
nach »| diiferentiirt. Wir haben also auch die Gleichungen 

(27.) »,ß , »- J a il +»,a , '- , a, a +» J 5 , ^ , fl <J = 0 (i = l,2,3). 

19» 
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Wenn wir eine der Gleichungen (26.) mit der entsprechenden Gleichung (27.) 
verbinden, so können wir die Verhältnisse von 

d"- 3 a (1 , d'*-'a fl , ö^flo 

berechnen. Durch Vergleich der beiden Werthe von d^a„^ d** - '«», cP*~*Oji 
können wir die auftretenden ProportionaliWtsfactoren bis auf einen bei 
Grössen gleichen Factor bestimmen und finden so endlich: 

d^o» -^(fi««-Jh«,) , 1 ^»"'a,, = 4 (f. «, -f i %). 
Hiermit wird 



(28.) gw-*s=*A 



1 = A.(&r?.k*. 



», y. *»a-7 s -*>ö~y. 

* y, **a-7.-*,a-Y> 

*, y, *.3-7i-*a~ , / 1 

Der Factor ^ ist von der Ordnung 2i/-4 in den s. Die Curve S = 0 bat 
somit in dem betrachteten Punkte 2a Zweige, von deren Tangenten je zwei 
mit den Tangenten des Punktes von f übereinstimmen, und weitere 2rj— 4 
Zweige. Es fallen sonach in diesen Punkt 2a > +2u+2ar] — 4a Schnittpunkte 
beider Curven. Die Anzahl der for unsern Zweck in Betracht kommenden 
Schnittpunkte, also die Anzahl der singulflren Erzeugenden ist endlich: 
9m (■»+»- 3) - S2ß (t!-i)-22a 1 -Z;{2a 1 + 2a + 2at)- 4a), 

wo sich die erste Summe auf die vielfachen Punkte, welche keine Ausnahms- 
punkte sind, die zweite auf die einfachen und die dritte auf die vielfachen 
Ausnahmspunkte bezieht. Die obige Zahl ist nach (16.) und (17.) gleich 

(29.) 2* + 4(p-l). 

Diese Zahl, welche mit der, im speciellen Falle des §.5 gefundenen, über- 
einstimmt, gilt unter der Voraussetzung, dass die vielfachen Punkte von f =0 
keine zusammenfallenden Tangenten besitzen, eine Voraussetzung, die aber 
bei allgemeinen Fliehen ihrer Art stets von selbst eintreten wird. 



§. 9. Die Geometrie im Strahleosvatem erster Ordnung. 

Als Beispiel für die in §. 6 angedeutete Behandlungsweise der Geo- 
metrie im Strahlensystem, wollen wir das Strahlensystem betrachten, welches 
entaleht durch den Schnitt zweier linearen Compleie. 
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Es seien 

a = -2a, x, = 0 and b = ^b.x, = 0 

die Gleichungen der beiden Complexe. Das Strahlensystem, welches sie er- 
zeugen, ist identisch mit dem Schnitte der beiden Complexe 

a+A,o = 0, fl +i,6 = 0. 

Wir wollen nun für 1, und i, die Wurzeln der quadratischen Gleichung setzen : 

(o l +ib l )(o t +lb t ) + (t h + llh)(o t +lb t ) + (<h+ib s )(a,+lbt) = 0. 

Jeder der beiden letzterwähnten Complexe stellt dann eine gerade Linie dar, 
und wir sehen also hieraus: 

Alle Strahlen des Strahlensystems, welches der Schnitt zweier li- 
nearen Complexe ist, schneiden zwei gerade Linien. 

Dass diese Linien sich im Allgemeinen nicht schneiden werden ist klar. 
Es ist leicht, von dieser Eigenschaft ausgehend die homogenen Functionen des 
§. 6 zu bilden. Legen wir zwei gegenüberliegende Kanten des Coordinaten- 
tetraeders jn die beiden Geraden, welche wir mit A und B bezeichnen wollen, 
so sind die Coordinaten eines Punktes der Linie A etwa 

0, 0, a„ fafc, 
und eines Punktes der Linie B 

6,, ftbti 0* 0* 

Bilden wir hieraus die Coordinaten ihrer Verbindungslinie und setzen für 
1, Ä für so sind die Ausdrücke der Coordinaten 

x,=0, x J = o,6,yJ, x, = -a l b 1 jf,y„ x 4 = 0, x» = -y^aA, x« = -a^y^, . 
Wir sehen hieraus, dass die Punkte y, = 0, yj = 0 und y, = 0, y, = 0 einfache 
Ausnahmspunkte sind. In dem ersten dieser Punkte wird abhangig von 
der Richtung, in welcher man von ihm fortgeht; es entsprechen somit den Rich- 
tungen um diesen Punkt die Linien, welche man von dem Punkte 6, der Linie 
B durch die Linie A ziehen kann. Ebenso entsprechen dem anderen Aus- 
nahmspunkte die Geraden, welche sich von dem Punkte a. der Linie A durch 
die Gerade B legen lassen. 

Hieraus ist ersichtlich, dass die Linie t/> = 0 in allen ihren Punkten 
nur die eine Linie ah, darstellt, die wir künftig mit C bezeichnen wollen. 
Es ist hierbei beachtenswerth, dass C nur abhängig ist von der Wahl des 
Coordinatentetraeders nicht aber von der Natur des Strahlensystems. 
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Da zwei Linien des Systems sich nur auf einer der beiden Geraden 
A, B schneiden können, so isi klar, dass alle in diesem System gelegenen 
windschiefen Flächen keine anderen vielfachen Curven als diese Geraden haben 
können. Es ist ferner klar, dass auch keine Doppelerxeugende im Strahlen- 
system existiren. 

Schneiden wir nun das System durch einen Complex von der JV"" 
Ordnung, so erhalten wir die der Schnittfläche entsprechende Curve, wenn 
wir die Werthe der x, wie sie oben durch die y ausgedrückt sind, eintragen 
in die Gleichung des Complexes. Es entsteht so eine Curve 2iV Wr Ordnung, 
welche in den beiden Ausnahmspunkten A'fache Punkte hat. 

So wird der Schnitt eines linearen Complexes dargestellt durch einen 
Kegelschnitt, welcher durch beide Ausnahmspunkte geht. Die entsprechende 
Fliehe isi ein Hyperboloid. Es Ifisst sich leicht zeigen, dass diese Fläche 
unendlich viele Geraden enthalt, welche alle Erzeugenden schneiden. Ist 
nämlich c = 0 die Gleichung des Complexes, durch dessen Schnitt mit a und 
6 sie entsteht, so liegt jede ihrer Erzeugenden auch auf dem Complexe 
iia+iliHijC = 0. Die Grössen i lassen sich aber auf unendlich viele Arten 
so bestimmen, dass dieser Complex eine gerade Linie darstellt. Hiermit ist 
jener bekannte Satz bewiesen. 

Der Schnitt eines Complexes zweiten Grades mit dem Strahlensystem 
ist eine Flache vierter Ordnung von dem Geschlechte p=l, welche durch eine 
Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten in den Ausnahmspunkten dar- 
gestellt wird u. s. w. 

Wir wollen jetzt umgekehrt untersuchen, welche Flachen durch ge- 
gebene Curven dargestellt werden. Der Grad einer Flache, welche durch 
eine Cnrve n'" Ordnung, die im Ausnahmspunkte y, = 0< y, = 0 einen «fachen, 
im anderen einen fachen Punkt hat, reprasentirt wird, ist 

* = 2n-a-ß. 

Da hier jedem Werthe von n-a Werthe von {■»■ entsprechen, so gehen 

durch jeden Punkt der Linie A n — cc Erzeugende, so dass diese Linie 
(n — a) fache Curve ist. Ebenso wird B (n — ß) fache Curve. Ferner sieht 
man, dass jede durch B gelegte Ebene (n—a) fache nnd jede Ebene durch 
A (n — ß) fache Tangentenebene ist. Da weiter die Curve die Linie «/, = 0 
noch in n~ «— ß Punkten schneidet, welche sämmtlich der Linie C entsprechen, 
so ist diese Linie n-a — ß) fache Erzeugende der Flache 
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Wenden wir dies an auf die oben betrachtete Schnittfläche des Systems 
mit einem Complexe V Ordnung, so folgt: 

Eine windschiefe Fläche 2JV""' Grades, welche der vollständige Schnitt 
zweier linearen Complexe mit einem Complex jV"" Grades ist, hat zwei 
fache Curven, welche gerade Linien sind. 

Wir bemerken noch, dass diese Fläche, von allen 2A Grades, welche 
der vollständige Schnitt dreier Complexe sind, das höchste p besitzt: wie sich 
aus Formel (7.) § 3 leicht ergiebt. 

Im speciellen Falle, wo iV=2, hat die Fläche vierter Ordnung, die 
beiden Geraden zu Doppelcurven. Wir bemerken noch, dass diese Fläche 
vierten Grades die einzige ist. fär welche p = 1 ist. Denn setzen wir in 
(8.) §. 8 A = 4, p= 1, rf = 0 so ergiebt sich J=-2, und dass diese Curve 
nur aus zwei sieb nicht schneidenden Geraden bestehen kann, wenn die Flache 
eine eigentliche Fliehe sein soll, ist klar. 

Einer Geraden, welche durch eineu Ausnabnupunkt geht, entspricht 
nun ein Strahlbüschel, welches von einem Punkte der einen der Linien A, B 
durch die andere gelegt ist. 

Gehl die Gerade nicht durch einen Ausnahmspunkt, so stellt sie ein 
Hyperboloid dar, welches, da die Gerade y, = 0 in einem Punkte geschnitten 
wird, die Linie C unter seinen Erzeugenden enthält. Da eine Gerade durch 
zwei Punkte bestimmt und die Linie C willkürlich ist, so sehen wir, dass ein 
Hyperboloid durch drei Erzeugende bestimmt ist. 

Ein Kegelschnitt, der durch beide Ausnahmspunkte geht, ist das Bild 
eines Hyperboloids, welches aber die Linie C nicht enthält. Da nun ein 
Kegelschnitt eine Curve zweiler Klasse ist, so giebt es zwei Hyperboloide, 
welche durch zwei Linien des Systems gehen und ein Hyperboloid, welches 
diese Linien nicht als Erzeugende enthält, in zwei aufeinanderfolgenden Linien 
schneiden. 

Ein Kegelschnitt der durch einen Ausnahruspunkt gehl, z. B. durch den 
y, = 0, y, = 0, stellt eine Fläche dritter Ordnung dar. welche in der Linie B 
eine Doppel- und in A eine einfache Curve besitzl. Die Linie C gehört zu 
den Erzeugenden der Fläche. Wir sehen hieraus, dass die Fläche durch 5 
ihrer Erzeugenden bestimmt ist, wenn eine Linie, welche Doppelcurve und 
eine andere, die einfache Curve werden soll, gegeben ist. 

Geht ein Kegelschnitt durch keinen Ausnahmspun kt, so ist die ent- 
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sprechende Fläche von der vierten Ordnung. A und B sind ihre Doppelcnrven 
und C ist eine Doppelerzeagende. 

Diese Flache erscheint als specieller Fall der allgemeinen Flache vierter 
Ordnung mit den Doppelcnrven A und B, welche durch eine Curve dritter 
Ordnung dargestellt wird, die durch die Ausnahmspunkte geht. Für diese 
Fliehe, welche mit der oben erwähnten identisch ist, ist p—i. Sie wird, 
wenn ihre Doppelcurven gegeben sind, durch acht Erzeugende bestimmt. Da 
eine Curve dritter Ordnung neun Wendepunkte hat, so giebt es neun Hyper- 
boloide des Strahlensystems, welche durch eine gegebene Erzeugende der 
Fläche gehen und diese in drei auf einander folgenden Linien schneiden u. s. w. 

Diese Beispiele werden hinreichen, um die Art der Uebertragung von 
Sätzen aus der Ebene zu zeigen und es wird leicht sein, diese Uebertragung 
vorzunehmen, besonders wenn man noch die projectivischen Beziehungen 
zwischen den windschiefen Flächen, für welche p = 0 ist, einführt, aufweiche 
die entsprechenden Curven, die ihre Bilder sind, hinweisen. 

Mannheim, im November 1866. 



Digitized by Google 



153 



Ueber Strahlensysteme der ersten Ordnung und 

der ersten Classe. 

(Von Herrn 0. Hermes.) 

Die Erklärung eines Strahlensystems der ersten Ordnung und der 
ersten CIas9e als eines Systems von geraden Linien, von denen durch jeden 
Punkt im Räume nur eine einzige geht und ebenso in jeder Ebene nur eine 
einzige enthalten ist, genügt den Anforderungen nicht, welche man von Seiten 
der Geometrie an eine solche Definition stellt, insofern sie nicht unmittelbar auf 
die Bedingungen hinweist, unter denen man beispielsweise zu gegebenen Strah- 
len eines Systems neue Strahlen desselben zu ziehen hat. Bei denjenigen 
Strahlensystemen der ersten Ordnung und der ersten Classe — und von Syste- 
men dieser Ordnung und Classe ist in dem Folgenden ausschliesslich die Rede, 
auch wenn Ordnung und Classe nicht besonders hervorgehoben sind, — deren 
Strahlen sämmliich zwei bestimmte windschiefe Linien, die Leitlinien, durchschnei- 
den, hat sich aus dieser Eigenschaft eine einfache geometrische Definition herlei- 
ten lassen, und bekannllich sind derartige Systeme von Steiner in seiner System. 
Entw. §. 59 für seine Projectionstheoric benutzt worden: wenn man diese 
Strahlensysteme einer analytischen Behandlung unterzieht, so gelangt man zu 
dem eigentümlichen Resultate, dass für gewisse andere Strahlensysteme die 
Leitlinien als imaginär anzusehen sind, oder vielmehr, dass bei der Darstel- 
lung von Sirahlensystemen mit Zugrundelegung gemeinschaftlicher Leitlinien 
man diese Leitlinien als imaginär annehmen kann, ohne dass die sie durch- 
schneidenden Geraden, also die Strahlen der betreffenden Systeme, aufhören 
reell zu sein. Diese Beziehung zu den Leitlinien ergiebt sich demnach als eine 
nur zufällige Eigenschart der Strahlen eines Systems, und es scheint die Kennt- 
nis» solcher den Strahlen eines Systems charakteristischer geometrischer Eigen- 
schaften, welche unabhängig von gewissen das Strahlensystem bestimmenden 
Bedingungen allen Strahlensyslemen gleichmässig zukommen, zu einer allge- 
meinen rein geometrischen Definition derselben führen und ausserdem einfache 
Constructionen für die einem gegebenen Punkte oder einer gegebenen Ebene 
zukommenden Strahlen vermitteln, noch zu fehlen. Die folgenden Entwicke- 
lungen, welche ihren Ausgang von den oben erwähnten S/euierscben Unter- 
suchungen nehmen, sind vielleicht geeignet, diese Lücke zu ergänzen. — 
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§. 1 

Gerade Linien, welche zwei gegebene windschiefe Gerade, die Leit- 
linien, durchschneiden, bilden ein Strahiensystem der ersten Ordnung und der 
ersten Classe; denn durch jeden Punkt im Räume, welcher nicht auf einer Leit- 
linie liegt, geht nur ein einziger Strahl, nämlich die Durchschnitlslinie der bei- 
den Ebenen, welche durch diesen Punkt und die Leitlinien bestimmt sind, und 
ebenso liegt in jeder Ebene, welche nicht eine Leitlinie enthält, nur ein ein- 
ziger Strahl des Systems, nämlich die Verbindungslinie der Schnittpunkte dieser 
Ebene mit den Leitlinien. 

Zur Darstellung eines derartigen Sirahlensystems kann man etwa aU 
Leitlinien wählen die Durchschnitte der ganz beliebigen Ebenenpaare: 

t-iu =0, , t + lu =0, 

L,: und L,: 

c-i»tp~0, e t mic ~ 0, 

wo also die die erste Leitlinie enthaltenden Ebenen bezuglich conjugirt har- 
monisch sind zu den beiden die zweite Leitlinie enthaltenden Ebenen in Be- 
ziehung auf die Flächenpaare /, « und v, w des Coordinatentetraeders : als- 
dann werden durch die beiden Gleichungen 

(«-*»+ *(•-•»•) = o, 
It + kt+^+mw) = 0, 

für verschiedene Werthe von i und p gerade Linien dargestellt, welche die 
beiden Leitlinien L, und L, durchschneiden, also demselben Strahlensystem zu- 
gehören. Charakteristisch für diese Darstellung ist, dass, wenn in den Glei- 
chungen der beiden Leitlinien L die Coefficienten / und m imaginär werden, 
sich für die Constanten il und /# in den Gleichungen der sie durchschneidenden 
Geraden (1.) Werthe finden lassen, für welche diese Gleichungen noch einer 
reellen Geraden zugehören. Dies zeigt sich sofort aus den Gleichungen der 
durch die Linie (1.) und die Ecken des Coordinatentetraeders gelegten Ebenen, 
von denen jede zwei vereinigt die Linie (1.) darstellen, nämlich: 

21» -(k-u)t> + (i + n)mw = 0, 
2t +(A-f«) ©-(!-;*) «hp = 0, 

(k-p)t + (l + p)lu + 2lfinw = 0, 

(A +,«)/ + (* — p)tu + 2lftv - 0: 

führt man in diese Gleichungen statt / und m bezuglich h und mi, oder ein- 
facher i ein, so bleiben ihre Coefficienten entweder durchweg reell, oder es 
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hebt sieb aus ihnen der Factor i weg. wenn X und u conjugirte complexe 
Werthe bedeuten, etwa 

(3.) U «-/?•, fi = a+ßi, 
und es erhalten alsdann die Gleichungen (2.1 die Form 

«+ ßv -f aw =0, 
1 / + «e - ßw = 0, 
{-ßt+am = 0, 

f at + ßu + ia'+ß*)* = 0; 

diese Gleichungen drücken also reelle Ebenen aus, deren gemeinschaftliche 
Schnittlinie durch die beiden Gleichungen 

(5) |- « + )(»-»») = 0, 

' /+ r« + (a + /ii)(e-f-iirj = 0 

dargestellt wird In der Thal nehmen auch diese Gleichungen durch Trennung 
der r««llen und imaginären Theile die Form an: 

t-\-ae— /?ip— {(u+ßv + ««p) = 0, 



(7.) 



(6.) 

t-\-av — ßu> + i{u + ßv + aio) = 0, 

welche gleichbedeutend sind mit den ersten beiden Gleichungen des Systems (4.). 

Nunmehr lägst sich auch umgekehrt zeigen, dass durch zwei Gleichun- 
gen von der Form (4.) bei veränderlichen Werthen von a und ß allgemein 
die Strahlen eines Systems dargestellt werden: 

Durch die Gleichungen einer geraden Linie 

it = A 

werden nämlich für veränderliche Werthe der Constanten l, A,, ,«, u, die 
Strahlen eines Systems der ersten Ordnung und der ersten Classe dargestellt, 
wenn zwischen diesen Constanten ausserdem zwei Gleichungen des ersten 
Grades staltfinden, wie etwa 

^A, = a i+6 u-f c, 
|jUi = a, A + 6,/i-f c,, 
und es wird durch die Werthe der Coefficicnten a, 6, c, a, , 6,, c, das 
Sirahleosystem definirt. Wenn man nämlich zu diesen beiden Gleichungen 
uoch die Bedingungen hinzufQgt. dass der Strahl (7.) durch einen bestimmten 
Punkt P gehen oder in einer bestimmten Ebene E liegen soll, so hat man 



(80 



Digitized by Google 



1f>6 Herme», über StraUmsusUme erster Ordnung und erster (lotse. 



zur Bestimmung der vier Constanlen in (7.) grade die erforderliche Anzahl 
von Gleichungen. Diese Bestimmung ist eine eindeutige, wenn man von be- 
sonderen Lagen der Punkte P oder der Ebene E absieht, es fahren aber 
grnde diese besonderen Laeen zu einer einfacheren Form der Gleichungen 
(8.) und demnach auch zu einer zweckmassigeren Darstellung der Strahlen 
des System«. 

Die Conslanlen c nnd c, zunächst bedingen eine besondere Lage des- 
jenigen Strahls, welcher den Werthen i ~ 0, n = 0 zugehört: derselbe wird 
nämlich 

t = CW, U — C, IP, 

also eine ganz bestimmte Gerade durch den Eckpunkt tmw. Nimmt man ffir 
c und c, die Werthe Noll an, so fallt dieser Strahl mit der /«-Kante zu- 
sammen und der den Werthen X = x> and ,u = -x, entsprechende Strahl mit 
der vtc- Kante, und wenn c und c, beliebig gegebene Werthe haben, so kann 
man stets durch eine bestimmte Drehung der t- und «-Ebenen bezüglich tun 
die tw- und «10 -Kante, nämlich indem man als neue Coordinatencbenen 

f — t — etc und «' = «— c,w 

einfahrt, bewirken, dass die neuen tu- und cte- Kanten Strahlen des Systems 
werden. In der Folge sind die Constanten e nnd e x gleich Null angenommen. 

Bestimmt man ferner die Werthe der beiden Constanten l und ,u aus 
den Bedingungen dafür, dass der Strahl (7.) durch den beliebig gegebenen 
Punkt 

p ± = -ü- = -1 = J£- 
<, «, «. 

gi ht, welche sind /, = i + nnd «, = Ä,e,-f u,«?,, indem man i, und n t 
vermittelst der Gleichungen (8.) eliminirt, so wird der gemeinschaftliche Nenner 
in den Ausdrücken für i und ^ • 

(9.) N = ic, + <itt>i)(ei + &i«>i)-»i&«'i. 

Wenn derselbe verschwindet, so trelen besondere Lagen für den durch P 
gehenden Strahl des Systems ein und kann dieser Strahl im Besonderen seiner 
Bicliliing mich unbestimmt werden: alsdann liegt aber der P»"' t f\ bei An- 
nahmo veränderlicher Werthe von r, und », , auf rwei gestimmten, reellen 
oH*r Imaginären Ebenen fi, nnd fi,, deren System durch dir Gleichung JV=0 
gargem«)!» i Diese beiden Ebenen haben die eto-Kante zu ihrer, immer 
nHIfc-i DurehaobnitHlinie, und bestimmen auf jedem Strahl des Systems zwei 
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reelle oder imaginäre Punkte, welche durch die Gleichung N— 0 und die Glei- 
chungen des betreffenden Strahls dargestellt werden. Eine einfache Rechnung 
ergiebt, dass bei dieser Darstellung die Gleichung JV=0 sich durch die Gleichung 

v 9'. ; M + ia-hjlu-a,? = 0 

ersetzen Iflsst. Diese beiden Gleichungen (9.) und (9 a .) zeigen, dass wenn 
man die beiden Substiiulionscoeflit ienlen a und 6, einander gleich settl, die 
beiden Punkte, weiche die besonderen Ebenen (9.) auf den Strahlen des 
Systems ausschneiden, conjugirt harmonisch sind zu den Punkten, welche die 
der {«-Knnte zugehörigen Coordinalcncbcnen auf den Strahlen bestimmen, 
und es findet sich umgekehrt, dass wenn man die Coordinatenebenen durch 
die /»-Kante so legt, dass sie die eben bemerkte Beziehung zu den Schnitt- 
punkten der besonderen Ebenen (9.) mit den Sirahlen des Systems haben, 
alsdann notbwendig die Coefficienlen a und 6, einander gleich sind. Man 
kann darum, ohne der Allgemeinheit des Strablensystems Eintrag sn thun, 
diese Transformation der Coordinaten ala von vornherein ausgeführt annehmen, 
d. b. die Constanlen a und 6, als gleichwertig einfahren. 

Das gleiche Resultat ergiebt sich, wenn man den Strahl (7.) seiner 
Lage nach so bestimmen will, dass er in der bestimmten, übrigens beliebig 
gegebenen, Ebene 

E: f + f +f = 0 
l, «, t, w, 

enthalten ist. 

Nimmt man nunmehr gleiche Werl he für die Coefficienten a und ©, 
an, so werden die allgemeinen Gleichungen (7.) der Strahlen des Systems 
vermöge der Gleichungen (8.): 

I = A(e+a«) + ,<fcc, 
u = ti(9 + aw)+i.a t to; 

also wenn man noch die neue Coordinatenebeiiu p + o»=»' einführt, wo anch 
der Index entbehrlich ist, und wenn man ferner statt A, ft, b und a, be- 
züglich aX, yp, JL und *- setzt, so erhält man als die allgemeinen Glei- 



\u = yjue + fU», 

wo die CoefOcienten a, ß, y, d das Strahlenystem als solches charakterisier,, 



also für ein gegebenes System bestimmte Wertbe beibehalten, den Constanten 
l und u aber für die verschiedenen Strahlen des Systems verschiedene Werthe 



Dividirt man die erste der Gleichungen (10 durch laß and die zweite 
durch 1yd, so erhält man dorch Snbtraction und Addition der entstehenden 
Gleichangen : 

aus welchen Gleichungen hervorgeht, dass der Strahl :10.) die beiden Linien 
m IST*-* and 




durchschneidet, welche unabhängig sind von den Constanten >. und u und demnach 

für die Strahlen des Systems (10.) die Stelle der Leitlinien einnehmen. Diese 

3 S 

Leitlinien sind reell oder imaginär, jenachdem — und — dasselbe oder ent- 
gegengesetate Zeichen haben. Weil die Lage der Leitlinien (11.) nur von 
den Quotienten — und — abhängt und dasselbe demnach auch für die durch 
die Gleichungen (10.) dargestellten Strahlen des Systems stattfindet, soll wei- 
terhin dieses Sirahlensystem kurz da* System (y , -^-) genannt werden. 

Um die entsprechenden Resultate für ParaUeicoordinaten zu erhallen, 
empfiehlt es sich, diese Verhältnisse y und ^- bezüglich durch a und 6 sn 

ersetzen, wenn man alsdann ausserdem statt ~, ^, i. und // bezüglich 
*, y, a, ^ und ^ einführt, so werden für diese Coordinaten die Gleichungen 
eine* beliebigen Strato de* Sutern* [a , b 

Aa+.ua, 
Im = fi» + lb, 

für veränderliche Werthe von l und n und constame Werthe von a und 6, 
und die Gleichungen der Leitlinien 



1«.) 



(13.) j » /o '* ' und 

s-)oA = 0, »+ya6 = 0. 
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Man sieht zugleich, dass wenn man umgekehrt zur Darstellung eines Strahlen- 
systems von den Leitlinien ausgehen will, in (13.) die einfachste Form für 
die Gleichungen der beiden windschiefen Leitlinien gewonnen ist, da für die- 
selben unter Zugrundelegung rechtwinkliger Parallelcoordinaten der Anfangs- 
punkt der Coordinaten der Mittelpunkt ihres kürzesten Abstandes wird, wah- 
rend die xi- und ys- Ebene den Winkel der beiden Leitlinien halbiren. 

Man kann demnach zur allgemeinen Definition der Strahlen eines ein- 
fachen Systems zwar die Bedingung festhalten, dass diese Strahlen zwei ge- 
gebene windschiefe Gerade, die Leitlinien, durchschneiden sollen, hat aber 
alsdann die beiden Fälle wesentlich zu unterscheiden, ob diese Leitlinien reell 
oder imaginär sind. Im letzteren Falle hat die Definition keine geometrische 
Bedeutung mehr; es wird sich jedoch zeigen, dass auch auf diesen Fall sich 
gewisse Eigenschaften der Strahlen mit reellen Leitlinien ungeandert übertragen 
lassen, aus denen sich spfiler ganz allgemeine Definitionen d< 
Systemen der ersten Ordnung und der ersten Classe ergeben 

§ 2. 

Unter den durch die allgemeinen Gleichungen (10.) des vorigen Para- 
graphen für verschiedene Werthe von A und u und bestimmte Werthe von 
~- und ~- dargestellten Strahlen des Systems (~»~~) sind zunächst einige 
besondere Strahlen hervorzuheben und es mag dazu der den besonderen 
Werthen der beiden Parameter l und p zugehörige Strahl kurz der Strahl 
(1,/t) heissen. Für die Werthe 1 = 0, ^=0 und A = oc, ergeben 
sich, wie bereits vorhin erwibnt worden ist, als zum System gehörig die 
Strahlen (0,0) und (»,»), 



« Ii:; - |:U 

d. h. zwei bestimmte Gegenkanten des Coordinatentetraeders; 
die Strahlen (1,0) and (0,1): 

(3.) und (4.) 

| « = die, | « = y«. 

Als Strahlen desselben Systems sind diese vier Geraden windschief; dass sie 
aber nicht auf demselben Hyperboloid liegen, folgt onmittelbar aus den Glei- 
chungen der durch die beiden ersten Strahlen und bezüglich den dritten und 
vierten Strahl bestimmten Hyperboloide: 

(5.) o*<»— aaw«Q, und ^6.) yto-fluw = 0, 
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aus denen sich allgemein für die Generatrices desselben Systems die Glei- 
chungen ergeben: 

— v 1 ' = * 0< > . . ... ( / = kfiw, 

(7) Um. •»«'«» w ) um £ 

wo k and A als veränderliche Parameter zu betrachten sind. 

Die Hyperboloide i'5.) und (6.) sind beide dem Coordinatentetraeder 
umschrieben und zwar so, dass sie ausser den beiden Gegenkanten tu und nr 
desselben noch zwei Gegenkanten enthalten, das erste nämlich die Gegen- 
kanlen fo und uu>, das zweite die Gegenkanten tw und nr. Bezeichnet man 
die Ecken uvw, eu>t, wtu, tuv des Coordinatentetraeders bezüglich kurz durch 
T, U, V, W, so ergiebt sich hieraus, dass, wenn man auf dem Hyperboloid 
(5.) den Eckpunkt W geradlinig mit der Kante TU oder (2.) verbindet und 
den Fusspunkt U dieser Verbindungslinie alsdann weiter auf dem Hyperboloid 
(6.) geradlinig mit der Kante VW oder (1.), man zu demselben Punkte V 
dieser Kante gelangt, als wenn man zuerst den Punkt W auf dem Hyper- 
boloid (6.) mit der Kante (2.) verbindet und vom Fusspunkte T alsdann auf 
(5.) geradlinig zur Kante (1.) zurückkehrt. Es haben also die vier wind- 
schiefen Geraden (l.j bis (4.) eine solche Lage zu einander und zum Coor- 
dinatentetraeder, dass, wenn man von einem der auf den Kanten VW oder 
TU, d. h. auf den Geraden (1.) oder (2.), liegenden Eckpunkte, s. B. von W 
aus, geradlinig über die Linie (3.) hinaus zur Linie (2.) geht in U, dann ohne 
abzusetzen über (4.) geradlinig zur Linie (1.) zurückkehrt in V, weiter von 
da aus geradlinig über (3.) sich wieder zur Linie (2.) wendet in T, man 
endlich von T aus die Linie (4.) durchschneidend auf der Linie (1.) wieder 
im Anfangspunkte W eintrifft; oder wenn man sich die eben betrachtete ge- 
brochene Linie WUVTW als einen Faden vorstellt, so lässt sich die Lage der 
vier Strahlen kürzer folcendermassen beschreiben: man kann von einem der 
auf (1.) oder (2.) liegenden Ecken des Coordinatentetraeders aus, z. B. von 
W auf (1.) aus, einen Faden ausspannen die Linie (3.) berührend bis zur 
Linie (2.) in U 3 weiter die Linie (4.) berührend bis zur Linie (1.) in V, dann 
die Linie (3.) berührend bis zur Linie (2.) in T und endlich die Linie (4.) 
berührend bis zur Linie (1.) und gelangt dann auf dieser zum Ausgangspunkte 
W; oder noch kürzer: von W aus auf der Linie (1.) läset »ich ein wind- 
schiefe* Vierseit über die Urnen (l.j und (2.) festspannen, so dass es mit den 
Gegenseiten die Unten (3 ; und (4.) durchschneidet. 
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Es möge noch bemerkt werden, dass bei dieser Construction die Li- 
nien (3.) and (4.) bezüglich durch jede der Linien (7.) and (8.), d. h. durch 
jede andere Generatrix derselben Art bezüglich der Hyperboloide (5.) und (6.) 
ersetzt werden können. Es kommt jedoch diese Beziehung der Linien (1.) 
und (2.) zu den Generatrices derselben Art der beiden Hyperboloide (5.) und 
(6.) nicht auch diesen Linien in Verbindung mit irgend zwei anderen Strahlen 

des Systems (y-,-^-) «», während sich andererseits dieselbe für die Linien 

(1.), (2.) and (3.), (4.) oder (7.), (8.) nicht auf die besondere Lage des Co- 
ordinatentetraeders beschränkt, wie die folgende Untersuchung ergiebt. 

Es sei ausser den beiden ersten Strahlen (1.) und (2.), oder (0,0) und 

(oc,~), des Systems ein beliebiger dritter Strahl (*,.«) gegeben, 

nämlich 

wenn man jetzt von einem beliebig auf dem Strahl (0,0) angenommenen 
Punkte p aus: 

(10.) p: f = « = 0, ^--^ = <>, 

Ober den Strahl (Ä,u) hin die gerade Linie zieht bis zum Strahl (»,»), so 
wird dieser im Punkte q u getroffen: 

(11.) q«. e-ip-0, 

und wenn man umgekehrt von einem beliebig auf dem Strahl (oe,oo) ge- 
gebenen Punkte q aus: 

(12.) q: «-»-0, JL-JjL-0, 

über den Strahl hin die Verbindungsgerade mit dem Strahl (0,0) zieht, 

so ist deren Fusspunkt auf dem letzteren der Punkt />„: 

(13.) „■ ,= . = 0, 

Weil die für q lt und p» gewonnenen Ausdrücke (11.) und (13.) nur das Ver- 
hältniss von l und u enthalten, also beim Festhalten eines oonstanten Werthes 
dieses Verhältnisses bei Annahme veränderlicher Werthe für l und n die- 
selben bleiben, so gilt dasselbe für die Punkte p. uod q<>: daraus folgt, dass 
alsdann der Strahl (l t fi) auf einem bestimmten Hyperboloid, welches sich 
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kurz als das Hyperboloid (— \ bezeichnen ISsssl. liege» muss; in der Tbat 

enthält die Gleichung dieses durch die Strahlen (0,0), («j,«) und (A, u) be- 
stimmten Hyperboloids: 

(14.) A.{dlu>-auv)-u{ßuw-ytc) = 0, 

die Parameter A und a nur in ihrem Verhnltniss. 

Es soll nunmehr ausser dem Strahl (A, «) noch ein neuer, ganz be- 
liebiger Strahl ,'A,, a U|) in Betracht gezogen werden und der leichleren l eber- 
sieht wegen mögen die Strahlen (A, u) und (A„ /<,) bezüglich durch (3.) und 
(4.,\ die Strahlen (0,0) und (»,<») wie früher durch (1.) und (2.) bezeichnet 
werden Verbindet man den auf dem Strahl (2.) gelegenen Punkt q„ über 
don Strahl (4.) hinaus geradlinig mit dem Strahl (1.), so giebt diese Verbin- 
dungslinie auf (1.) den Punkt 



" i A ' ~~~ ' » aA^/.ue.-f JAmj.T— yu,(aAr, -i .Ai«f,) 

oder 



(15.) f — O, i--^-^-, 

wo zur Abkürzung 

v 16.) 1^,-1,.« «4, adi^-fyuu^B 

gesellt sind und der Doppelindex (3, 4) die Bedeutung haben soll, dass der 
Punkt auf (1.) erhallen wird, indem man durch einen zusammenhängenden 
Zug den Punkt p zuerst geradlinig über 3. hinaus mit 2. und dann weiter 
geradlinig Ober (4.) hinaus mit (1.) verbindet. Wenn man nunmehr den um- 
gekehrten Weg verfolgt, nitmlieh den Punkt p zuerst geradlinig über (4 ; 
hinaus mit (2.) verbindet und dann weiter geradlinig riber (3.) hinaus zur 
Linie (I.) zuruekkchrl, so gelangt man auf dieser zum Punkte 

llt.j fei / = - = 0, --^^-l—— •-. 

Wie sieh durch Vergleichung der Ausdrücke (15.; und (17.) ergiebt, sind 
die Punkte fe und p t > im Allgemeinen verschieden; damit diese beiden p unkte 
lusniniuonftillen, muss die Bedingung erfüllt werden: 



<m mflHHen also die (ileiehungen des Pnnktes p (10.), wenn man zunächst von 
beNouderen Lupen der Strahlen *,,u , > und /,,;/, absiebt, eine der beiden 
Formen : 
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< = « = 0, -L- ^ = 0, 

/ = « = (>, ' + « _0 

haben und muss demnach den Gleichungen 11.), §. 1 entsprechend der Punkt 
p auf einer der Leitlinien des Systems liegen, sobald diese reell sind. Dieses 
Resultat findet hier eine neue Bestätigung dadurch, dass, je nachdem ~ den 
Werth +y ~ hat, sich auch für die Punkte p v und p< >3 ergiebt 

f - ± Ä 

w r 

so dass also diese Punkte mit p zusammenfallen, was nicht anders geschehen 
kann, als wenn auch die beiden von p aus bezuglich Qber die Linien (3.) 
und (4.) hinaus gezogenen Geraden identisch werden; in der Thal ergiebt sich 
auch unter dieser Voraussetzung fflr den Punkt q u (11.) die Darstellung 



es liegt also auch dieser Punkt (vergl. §. 1, Gl. (11.)) auf einer der Leitlinien 
des Systems. 

Man bat also den Satz: 

Im Allgemeine* lässl sich beliebig gegebenen vier trmdschirfen Ge- 
raden nickt ein Tetraeder einschreiben, so dass zwei derselben mit einem 
Paar Gegenkanten des Tetraeders zusammenfallen und die beiden anderen 
durch die übrigen Gegenkantenpaare durchschnitten werden. 

Ausserdem aber gestattet die Gleichung (18.) noch anderweitige Fol- 
gerungen für besondere Lagen der Strahlen (X,/*) und {*,,<*,): weil nämlich 
die Ausdrücke für A und B (16.) die Constanten e, und «?, gar nicht ent- 
halten, so wird die Gleichung (18.) durch beliebige Werthe von e, und w, 
erfüllt, sobald einer der Ausdrücke A und B verschwindet; fflr jede dieser 
Annahmen also lässl sich eine Linie als Vierseit über die Linien (1.) und 
(2.) festspannen, so dass dasselbe mit den Gegenseiten die Linien (3.) 
und (4.) durchschneidet, welchen Punkt p der Linie (1.) man als Eckpunkt 
wählen mag. 

Wenn erstens A verschwindet, d. h. wenn die Verhältnisse — und 
— übereinstimmen, also, wie vorhin bemerkt worden ist, die Strahlen (x, u) 
* 21 • 



Digitized by Google 



und (A, , «,) auf demselben Hyperboloid mit (1.) und (2.) liegen, so fallen die 
Punkte n M und n 0 mit dem Anfangspunkte p zusammen. Die iweite An- 
nahme, Ä = 0, führt xu der Gleichung: 

(19.) ü- = & 

Diese Gleichung stellt nur eine Beziehung »wischen den Verhältnissen and 
— dar und bleibt darum ungefindert, wenn man die Linien (3.) oder (4.) durch 

eine beliebige Generatrix derselben Art des bezüglich durch die Linien (1.), 
(2.) und (3.) oder (1.), (2.) und (4.) bestimmten Hyperboloids, d. h. eines 

der Hyperboloide (— ) oder (-^-) ersetzt, welche Generatrices sammüich sich 

^83 

als zu demselben Strahlensystem (y,— ) gehörig ergeben habeu. Man hat 
den Satz: 

Zu jeden drei beliebig gegebenen windschiefen Geraden (1.), (2.) 
und (3.) lasten sich untählig viele feierte windschiefe Gerade (4.) finden, 
so dass man von einem beliebigen Punkte der Linien (1.) oder (2.) aus 
ein Vierseit Uber die Linien (1.) und (2.) festspannen kann, durch dessen 
Gegenseiten die Linien (3.) und (4.) durchschnitten werden. 

Die tämmiiichen Linien (4.) liegen auf einem bestimmten Hyperboloide 

welches auch die Linien (1.) und (2.) als Generatrices derselben Art 
enthalt, und ebenso lässt sich die Linie (3.) durch eine beliebige Generatrix 
derselben Art des Hyperboloids (~) ersetzen, welches durch die Linien 
(1.), (2.) und (3.) bestimmt ist. 

Alle diese Generatrices der beiden Hyperboloide (■£-) und (-M 

r*l 



und die 



gehören als Strahlen einem und demselben Systeme \~i ~) fl *» 
Verhältnisse — und — sind verbunden durch die Gleichunq: 

Oder: 

ßwrcA »ice» Gegenkanten (1.) wirf (2.) «wiet Tetraeders und swei 
die anderen Gegenkanten paarweise durchschneidende Gerade (3.) und 
(4.) lassen sich unsählig eiele neue Tetraeder legen, von denen ebenfalls 
swei Gegenkanten mit (1.) und (2.) zusammenfallen und die anderen Ge- 
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genkantenpaare durch die Linien (3.) und (4.) durchschnitten werden; 
dieselbe Eigenschaft kommt den Geraden (1.) und (2.) tn Verbindung mit 
jeder Generatrix derselben Art, einmal des Hyperboloids durch (1.), (2.) 
und (3.), und dann des Hyperboloids durch (1.), (2.) und (4.) *«. Alle 
diese Generalrices gehören tu demselben, durch die Geraden (1.), (2.)» 
(3.) und (4.) als Fundamentale tr ah len bestimmten Strahlensystem. 

Ferner, weil der Gleichung (19.) mit jedem ganz beliebig angenom- 
menen Werthe für — Genüge geschehen kann: 

Ueber jede »wei Strahlen (1.) und (2.) eines Systems ah Fundamen- 
tallinien lassen sich unählig viele Vierteile festspannen, deren Gegenseiten 
paarweise durch »wei beliebige andere Strahlen (3.) und (4.) des Systems 
durchschnitten werden, von denen der eine, ». B. (3.), gam beliebig ist 
und der andere (4.) alsdann mit (1.) und {2.) einem bestimmten Hyper- 
boloid (-£' ) zugehört, welches mit dem durch die beiden Fundamental- 
linien und (3.) bestimmten Hyperboloid (— ) verbunden üt durch die 
Gleichung (19.). 

§. 3. 

Der Entwicklung weiterer geometrischer Eigenschaften eines Strahlen- 
systems mag eine kurze Bemerkung vorangehen Ober die durch die Strahlen 
desselben zu drei bestimmten Hyperboloide. 

Die Strahlen eines Systems sind, weil durch jeden Punkt des Raumes 
nur ein einziger Strahl geht, sammüieh windschiefe Linien, und darum wird 
durch je drei von ihnen als Generatrices desselben Systems ein Hyperboloid 
bestimmt. Ein beliebiger vierter Strahl kann dieses Hyperboloid entweder in 
zwei reellen oder imaginären Punkten durchschneiden, oder berühren oder 
auch ganz auf dem Hyperboloid liegen. Im ersten Falle sind die Generatrices 
der zweiten Art durch die beiden Schnittpunkte zwei alle vier Strahlen des 
Systems durchschneidende gerade Linien, und, wie sich im vorigen Paragraphen 
ergab, die Leitlinien für das ganze Strahlensyslem ; der zweite Fall tritt bei 
Strahlensystemen mit imaginären Leitlinien ein. Für beide Annahmen ist 
durch die vier Strahlen das ganze Strahlensystem bestimmt. Wenn aber die 
vier Strahlen auf demselben Hyperboloid liegen oder das durch drei der- 
selben bestimmte Hyperboloid durch den vierten Strahl berührt wird, so reichen 
dieselben zur Bestimmung aller übrigen Strahlen des Systems nicht aus. 
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Es sei iu nie fi.»t der Fall ft — m , da?s sieb doreb die vier be- 
liebig ab FuBdaaeatal-tnblea des g i iHi gegebenen windschiefen Geraden 

ergiebt sich sofort. da*s 

zier ämrek die eier gegebenem Gemden im drei bestimmten Hyperboloide 

durch demselben Pmmkt gehen; 
denn zieht man durch de« gegebenen Punk; P diejenige Gerade, welche die 
beides Leitlinien L and L, darraschaei^et. so kann man die Schnittpunkte S 
und 5, zagieich als die gezaetasebaft lieben Schnittpunkte der durch die vier 
Hyperboloide von P an? gelegenen gemeinschaftlichen Sehne PSS, ansehen, 
and der zu P in Beiiehaag auf 5 and 5, conjogiiie harmonische Pnnkt P 
gehört dämm gieidueitig jeder der vier Polarebenen des Punktes P in Be- 
ziehung auf die vier Hyperboloide an 

Ebeaso bfest sieb unter Yoraassetxung reeller gemeinschaftlicher Leh- 
na wo L und L. leicht zeigen, dass 

U. die Pole einer behebig gegebenen Ebene in Beiiehung auf die durch die 
eier rtmHscbiefen Gerüsten im drei bestimmten rier Hyperboloide amf der- 
selben Ebt'ne Heyen: 
denn verbindet «r- *~ beide« Paakle. in welchen die gegebene Ebene E 
die de« vier Hypci <olo. gemeiasehaMicbeo beiden Generalrices der zweiten 
Art /. «ad l. t "darvbsehneidet, durch die gerade Linie lY, so sind durch K 
uud bezüglich die Liaiea L aad L, zwei allen vier Hyperboloiden gemein- 
schaftliche Taagentialchenea T and 7, bestimmt, welche mit der gegebenen 
Ebene E die gerade Linie A" gemeiuschaftlich haben: consiruirl man also zu 
E in Bez-ivhrng aaf T und 7*, die conjugirle harmonische Ebene E so ent- 
halt diese den Pol der gegebenen Ebene E in beziefaung auf jedes der vier 
durvh die gegebenen vier windschiefen Geraden zu drei bestimmten Hyper- 
boloide 

Dass sieb die eben bewiesenen Satze unmittelbar auf ganze Strahlen- 
VStKtm uiil reellen Leitlinien ausdehnen lassen, liegt auf der Hand; ehe je- 
doch diese Yemllgemeiuernug durchgeführt wird, soll gezeigt werden, dass 
dieselbe» »uch unabhängig xvi der Kealitit der gemeinschaftlichen Leitlinien 

GcUuflf 

Mau kann irgend drei windschiefe Linien sich dargestellt denken durch 
die die» tileuhnn^Hl 
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f * = 0 ; l tc — Q; \ » = ynv -j- oAic ; 

dus durch sie bestimmte Hyperboloid hat alsdanti (§. 2, Gl. Ii.) die Gleichung: 

(4.) l{ö* t*>-aut - u{ßuu> -y tv) «= 0. 
Wenn jetzt der Punkt P gegeben ist, wie folgt: 

(5.) -i-=.^ = - r - = -^. 

/, II, C, fP, 

so wird die Gleichung seiner Polarebene in Beziehung auf das eben dargestellte 
Hyperboloid : 

oder: 

und diese wird, ganz unabhängig von den Werthen von Ä und erfüllt 
durch den Punkt F: 

6.) /:«:©:» => — L : : — L : 

r ß r ß 

es geht also die Polarebene des Punktes P in Beziehung auf das durch die 
drei Strahlen (1.), (2.) und 3.) bestimmte Hyperboloid durch einen bestimmten 
Punkt F, dessen Lage von den ConsUmlen X und iu des Strahls (3.), d. h. 
von der Lage dieses Strahls zu den beiden ersten ganz unabhängig ist. Dieser 
Punkt F liegt darum auch auf der Polarebene des Punktes P in Beziehung 
auf jedes durch die Strahlen (1.) und (2.) und einen beliebigen Strahl (l, f t) 

des Systems ^— , — J bestimmte Hyperboloid, und weil (1.) und (2.) selbst 

beliebige Strahlen dieses Systems sind, auf der Polarebene des Punktes /* 
in Beziehung auf irgend ein durch drei Strahlen des Systems bestimmtes 
Hyperboloid. Man hat also den verallgemeinerten Salz: 

m. Die Polarebenen einet beliebia qeqebenen Punkte» P in Beziehung auf 
alle durch die Strahlen eine* Syttemt zu drei bestimmten Hyperboloide 

Die Punkte P und F mögen conjugirte Punkte für das System (y, ~) 
heissen, und es ist zu bemerken, dass die Verbindungslinie jeder zwei con- 
jugirte r Punkte selbst ein Strahl des Systems ist, dass also die Constroction 
des einem beliebig im Baume gegebenen Punkte P zukommenden Strahls zu- 
rückzuführen ist auf die Construction des mit P conjugirten Punktes F. Die 
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Bedingungen nämlich, dass ein Strahl (A,fi)des Systems den Punkt P enthalt: 

kommen sofort zurück auf die Gleichungen: 

welche zeigen, dass der Punkt P auf dem Strahl (1, /*) liegt. 
Der Beweis für den reciproken polaren Satz, Dämlich: 

IV. Die Pole einer beliebig gegebene» Ebene E in Beziehung auf alle durch 
die Strahlen eine* System* tu drei bestimmten Hyperboloide Hegen in 
einer und derselben Ebene ET, 

Ifisst sich auf ganz Ähnliche Weise fuhren. Wenn die Ebene E gegeben ist 
durch die Gleichung: 

(7.) + = o, 

so wird die Gleichung der Ebene E: 

also ganz analog mit den Gleichungen des Punktes F (6 ). Auch hier mögen 
jede zwei Ebenen E und E , von denen, wie aus den Gleichungen (7.) und 
(8.) hervorgeht, jede die Pole der anderen in Beziehung auf alle durch die 
Strahlen eines Systems zu drei bestimmten Hyperboloide aufnimmt, conjugirt 
beissen, und es ist leicht zu zeigen, dass die Schnittlinie jeder zwei conju- 
girter Ebenen der diesen Ebenen für sieb zukommende Strahl des Systems ist 
Wenn man die Ebene E als im Unendlichen liegend annimmt, so wird 
deren Pol in Beziehung auf jedes Hyperboloid der Mittelpunkt desselben: die 
Sätze II. und IV. gestatten darum die folgende Darstellung: 

V. die Mittelpunkte der durch vier beliebig gegebene windschiefe Gerade s* 
drei bestimmten vier Hyperboloide liegen auf einer bestimmten Ebene; und 

VI. die Mittelpunkte aller durch die Strahlen eine* Systems zu drei bestimmten 
Hyperboloide liegen auf bestimmten Ebene. — 

Es Ifisst sich jetzt zeigen, dass die in den Sitzen III., IV. und VI. 
ausgesprochenen Eigenschaften der Strahlen eines Systems zu ihrer ganz all- 
gemeinen Definition dienen können. 
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Ist ein beliebiges Strahlensystem, z. B. das System (■y»-^")' & e S 0Den » 
für welches die Form der Gleichungen conjugirler Punkte P und F in (5.) 
und (6.) und conjugirler Ebenen E und E' in (7.) und (8.) festgestellt worden 
ist, und bandelt es sich um die Auffindung der Bedingungen, dass eine neue 
beliebig gegebene Gerade 

(9.) t = Ac + vw, ii = fit -j- WtD, 

mit irgend zwei Strahlen des Systems (y,-^-) ein Hyperboloid bestimmt, in 

Beziehung auf welches die Polarebene des Punktes P durch den Punkt F 
gehen, oder der Pol der Ebene E in der Ebene E' liegen soll, so hat man nur 
darzuthun, dass die Gerade (9.) mit zwei der früher als Fundamentallinien des 
Systems benutzten Strahlen, z. B. mit den Strahlen (1.) und (2.)) ein Hyper- 
boloid von der verlangten Eigenschaft bildet, weil diese Strahlen sich vor 
den übrigen nicht durch irgend welche besondere geometrische Eigenschaften 
auszeichnen. 

Die Gleichung des Hyperboloids durch die drei Geraden (1.), (2.) and 

(9.) ist: 

(10.) ftte + attD-lw-vme = 0, 

und demnach zunächst die Polarebene des Punktes P (5.) in Beziehung auf 
diese Flüche: 

dieselbe enthalt den Punkt F (6.), wenn: 

^( A *c 1 + (ö (O 0-^(^ I +^0 + ^(^«-^») + -^ L (©fi-v« 1 ) = 0, 
welche Gleichung sich bringen lässt auf die Form: 

aus dieser aber geht hervor, dass wenn dieselbe für beliebige Werthe von 
tr,, d. h. für jede Lage des Punktes P stattfinden soll, nolhwendig 

die Factoren y~JT ünd am ~^ 1 verschwinden müssen, so dass also 

sich demnach (9.) als ein Strahl des Systems (-£-, ergiebt. 

Bd. LXVU. Heft 2. 22 
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Andererseils wird der Pol der Ebene (£) in Beziehung auf das Hyper- 
boloid (10.) dargestellt durch die Gleichungen: 

derselbe liegt also auf der Ebene E' (8.), wenn: 

diese Gleichung aber ist identisch mit der Gleichung (11.) und fuhrt demnach 
zu der analogen Folgerung, nämlich dass (9.) nothwendig dem Systeme 

zugehört, wenn der Pol einer beliebigen Ebene E in Beziehung 

auf das Hyperboloid (10.) auf der conjugirten Ebene E' liegen soll. 

§ 4. 

Wenn es sich jetzt um die Construction der beliebigen Punkten im Ranme 
oder beliebig gegebenen Ebenen zugehörigen Strahlen eines Systems handelt, 
mag der Einfachheit wegen zunächst der in §. 2 hervorgehobene besondere 
Fall solcher vier Strahlen in Betracht gezogen werden, über deren zwei sich 
ein Vierseit festspanuen lässl, dessen Gegenseiten die beiden anderen Strahlen 
paarweise durchschneiden. Dio bereits mitgetheillen EigenschaAen einer sol- 
chen Verbindung von vier Strahlen sind alsdann durch den folgenden Satz 
zu vervollständigen: 

Wenn sich ein Vieriteil, über zwei von vier gegebenen windschiefen 
Geraden festspannen lässt, so dass seine Gegenseiten paarweise von den 

Vierseit Uber die beiden letzteren festspannen, so dass die beiden ersten 
paarweise von den Gegenseiten durchschnitten werden. 

Zum Beweise dieses Satzes geho man etwa von den in §. 2 als Fun- 
damentalsten angewandten Strahlen (0,0), ;'x.,*0, (1,0), (0,1) aus, durch 
welche ganz allgemein vier Strahlen mit der im Satze vorausgesetzten Eigen- 
schaft dargestellt werden, nämlich: 

« \::% « i::S « CZ « i::? 

und wähle dann diejenigen Ebenenpaare, als deren Schnittlinien den Glei- 
chungen (3.) und (4.) gemäss die zugehörigen Strahlen auftreten, als die 
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Seitenflächen eines neuen Coordinatentetraeders /VW, so dass also 

(5.) i—ac = t', u—dw = u, t—ßte — r>', u~yv = v>' 

zn setzen sind; alsdann ergeben sich als Ausdrücke der alten Coordinaten 
durch die neuen, abgesehen von dem Factor (ßy—ad): 

t = ß( r e-aw') + a(ßu'-fo% 

0 = 9{ t -•')+/*( ii 
* = ) + «(«' -«'), 

und demnach sind die Gleichungen der vier Fundamentalstrahlen in dem neuen 



(6.) 



«c:* «[;:; wtfzj 

aus diesen ergiebt sich sofort, dass die Gegenkanten IV und t>V des neuen 
Coordinatentetraeders bezüglich mit den Strahlen (3.) und (4.) zusammenfallen 
und ausserdem die Gegenkantenpaare t'ir und mV, sowie /'»' und u'w be- 
züglich von den Strahlen (1.) und (2.) berührt werden. Nach den Ergeb- 
nissen in §. 2 lässt sich demnach von jedem Punkte des Strahls (3.) oder (4.) 
aus ein windschiefes Vierseit über diese beiden Strahlen festspannen, so dass 
durch die Gegenseiten die Strahlen (1.) und (2.) durchschnitten werden. 

Um eine Verbindung von vier Strahlen, wie die der eben betrachteten 
vier Fundamentalstrahlen, kurz zu bezeichnen, mag hier ein Name in Vor- 
schlag gebracht werden, der bei der Untersuchung windschiefer Strahlen über- 
haupt wesentlich zur Vereinfachung des Ausdruckes dient. Jede Vereinigung 
von vier windschiefen Geraden oder Strahlen mag Strahlenquadrvpel hoissen; 
und wenn sich auf einem Strahlenquadrupel, wie oben (1.), (2.). (3.), (4.), 
ein windschiefes Vierseit festspannen lässt. so dass zwei Paare seiner Strah- 
len, oben (1.), (2.) und (3.), (4.), von den Gegenseiten durchschnitten wer- 
den, ein schliessendes Strahlenquadrvpel mit zwei bestimmten Paaren von 
Gegenstrahlen, oben (1.), (2.) und (3.), (4.); zur Vervollständigung der Ter- 
minologie kann dann ein Strahlenquadrupel auf einem Hyperboloid etwa als ein 
hyperboloidisches Strahlenquadrupel bezeichnet werden. Man kann alsdann die 
Eigenschaften eines schliessenden Strahlenquadrnpels, wie folgt, zusammenfassen : 
lieber jede zwei Gegetutrahlen eines schliessenden Strahlenquadrupels 
lässt sich ton jedem ihrer Punkte aus ein windschiefes Vierseil festspannen, 

22* 
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Gegenseiten durch die beiden anderen Gegenstrahlen durchschnitten 
werden; und (vergl. §. 2) hält man in dem Strahlensystem , »v ei 
Gegenstrahlen eines Strahlenquadrupels fest, so sind die beiden anderen 
Gegenstrahlen die Generalrices derselben Art zweier Hyperboloide (^-) 

und (~) durch die beiden ersten Gegenstrahlen, deren Parameter ~ und 

— verbunden sind durch die Gleichuna- 

±A . Jl. 

Die Gleichungen (10.) — (17.) des §.2 und die daraus 
Resultate, welche sich auf die allgemeinen Strahlen (l,,u) und (A,,.«i) 
Systems (— ) bezogen, lassen sich auf die nunmehr in Betracht 
menen besonderen Strahlen (1,0) und (0,1) Obertragen, wenn man statt Ä, /* 
und x,, u, bezüglich die Werthe 1, 0 und 0, 1 einführt. Man erhält dadurch 
Folgendes: 

Wenn man den beliebig auf dem Strahl (1.) gegebenen Punkt 

(7.) p: ,-.-«. i-i, 

entweder geradlinig Ober den Strahl (3.) hinaus mit dem Gegenstrahl (2.) ver- 
bindet und dann Ober den Strahl (4.) hinaus geradlinig zum Strahl (1.) zurück- 
kehrt, oder zuerst über (4.) hinaus geradlinig mit (2.) und dann über (3.) 
hinaus geradlinig mit (1.) verbindet, so gelangt man auf diesem Strahl zu 
demselben Punkte p v oder /> 4J , welcher jetzt durch p bezeichnet werden 
mag, nämlich: 

(8.) p: / = « = 0, -L = ^£l ; 

durch eine ähnliche Construction ergiebt sich auf dem Strahl ^2.) als der 
dem beliebig gegebenen Punkte 

(9.) q: e = «c-0, JL=-L 
zugehörige Punkt q : 

(100 q: $5L. 

Aus diesen Beziehungsgleichungen erhöh man weiter, wenn man zur 
leichteren Unterscheidung auch die Coordinalen conjugirler Punkte mit den 
entsprechenden Indices versieht, für jede zwei conjugirle Punkte p oder (©, w) 
und p oder (v',w') auf dem Strahl (1.) die Relation: 



Digitized by Google 



Hermet, über Strahlensysteme erster Ordnung und erster Gasse. 173 

V) tc' ya ' 

welche ganz unabhängig von den Coordinaten e, , ir, des als Ausgangspunkt 
gewählten Punktes p (7.) ist. Wenn man also noch ein zweites Paar con- 
jugirter Punkte annimmt, p l und p\ , bezüglich mit den Coordinaten t»,w, und 
eiioi, so ergiebt sich zwischen den Coordinaten beider Punktepaare die Be- 
ziehung: 

9 tf _ _V, 

W ' Vt ~ », 10,"' 

oder, wenn man statt der Verhältnisse der Coordinaten die Verhältnisse der 

durch die conjugirlen Punktcpaare p, p' und />,, p\ auf der Coordinatenkante 

VW bestimmten Abschnitte einführt: 

ftll PK p'K _ p,V p,K. 
; pIK p'W ~ p,W'p,W 

und ebenso für die durch die conjugirlen Punktepaare q, q' und q t , q, auf 

der Kante TU bestimmten Abschnitte 

(12) JL.41 ~ i> T i> T . 

Aus diesen Gleichungen (11.) und (12.) aber gehl hervor, dass die conjugirlen 
Punktepaaro V, W; p, p'; p,i p\ und T, U; q, q'; q„ q[ bezüglich auf den 
beiden Gegenstrahlen (1.) und (2.) in Involution stehen: man hat darum 
den Satz: 

Die Eckpunkte der über die Gegenslrahlen eines schliessenden Strahlen- 
quadrupels festgespannten Kindschiefen Vierseite sind conjugirte Punkte 
eines Intolutionssystems. 

Die gegenseitigen Beziehungen conjugirter Punktepanre auf jeden zwei 
Gegenstrahlen eiues schliessenden Strahlenquadrupels lassen sich aus den Glei- 
chungen (7.) bis (10.) herleilen: Durch die Gleichungen (7.) und (9.) der 
Punkte p und q werden nämlich diejenigen beiden Punkte dargestellt, welche 
die durch den Punkt P (§. 3, Gl. (5.)) gezogene, die beiden Gegenstrahlen 
(1.) und (2.) durchschneidende Gerade auf diesen Strahlen bezüglich bestimmt, 
und ebenso sind die conjugirten Punkte p' (8.) und q (10.) diejenigen beiden 
Punkte, welche die durch den mit P conjugirlen Punkt F (§. 3, Gl. (6.)) 
gezogene, die beiden Gegenslrahlen (1.) und (2 ) durchschneidende Gerade 
bezüglich auf diesen Strahlen bestimmt. Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Wenn man voraussetzt, dass auf den Gegenstrahlen eines schliessenden 
Strahlenquadrupcls durch die Eckpunkte auf ihnen festgespannter wind- 
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schiefer Vierseite je ein Involationssystem von Punkten bestimmt ist, und 
man legt durch einen beliebig gegebenen Punkt P diejenige Gerade, welche 
zwei dieser Gegenstrahlen durchschneidet, so geht die Verbindungslinie der 
au den Schnittpunkten p und q conjugirlen Punkte der Involution p' und 
q durch den zu P conjugirten Punkt P* des durch das Strahlenquadrupel 
bestimmten Strahlemystems; — 
und weil man ebenso, abgesehen von den entgegengesetzten Vorzeichen von 
Iii nnd tr i . die Punkte p, q und j> . q bezüglich ansehen kann als die Schnitt- 
punkte der Ebenen E nnd E' (§. 3, Gl. (7.) und (8.)) mit den Gegenstrahlen 
(1.) und (2 ), so ergiebt sich unter derselben Voraussetzung wio im letzten 
Salze auch die Richtigkeit des reeiproken polaren Salzes, nämlich: 

die Verbindungslinie der su den Schnittpunkten p und q einer beliebig 
gegebenen Ebene E mit zwei Gegenstrahlen conjugirten Punkte p und q 
Hegt auf der zu E conjugirten Ebene E' des durch das Strahlenquadrupel 
bestimmten Strahlensystems. 

Um jetzt den einem beliebig im Räume gegebenen Punkte P zugehörigen 
Strahl desjenigen Strahlensyslcms zu erhallen, welches durch ein schliessendes 
Strablenquadrupel bestimmt ist, verfahre man folgendermassen : 

Man ziehe durch P diejenigen beiden Geraden, welche bezüglich die 
Gegenstrahlen (2.) und (3.), (4.) des Sirahlenquadrupels durchschneiden 
und constraire zu den Schnittpunkten, welche entsprechend p, q und r, * sein 
mögen, die conjugirlen Punkte der Involution p', q und r, s. Diese Punkte 
ergeben sich als die zweiten Eckpunkte der bezüglich von p, q und r, s als 
ersten Eckpunkten aus über die zusammengehörigen Gegenstrahlen gespannten 
Vierseile, durch deren Gegenseiten die jedesmaligen anderen Gcgenslrahlen 
durchschnitten werden. Die Verbindungslinien p'q' und rV durchschneiden 
sich alsdann in einem bestimmten Punkte F und Pf isl der verlangte Slrahl 
des Systems. 

Soll der einer beliebig gegebenen Ebene E zugehörige Strahl des 
durch ein schliessendes Strahlenquadrupel bestimmten Slrahlensyslems gefunden 
werden, so construire man zu den Schnittpunkten dieser Ebene mit den Ge- 
genstrahlen (i.), (2.) und (3.), (4.), welche entsprechend p, q und r, * sein 
mögen, die conjugirlen Punkte der Involution p', q' und r , s , wie eben ange- 
geben: alsdann liegen die Verbindungslinien p'q und rV in einer bestimmten 
Ebene E' und die Durchschnittslinie der beiden Ebenen E und E' ist der 
verlangte Slrahl des Systems. 
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Bemerkt möge noch werden, dass, wenn der Punkt P auf einer der 
Leitlinien des Sirahlensystems liegt oder die Ehene E durch eine derselben geht, 
dasselbe auch bezüglich fflr den conjugirten Punkt F und die conjugirte Ebene 
E' eintritt, weil alsdann die Punkte p, q\ r', s' bezuglich mit ihren conjugirten 
Punkten p, q, r, s zusammenfallen, also diese Punkte Doppelpunkte der In- 
volution sind. In der Thal kommt auch die Bedingung der Realität der Leit- 

3 3 

linien. nämlich dass — und — gleiche Zeichen haben, (§. 1, Gl. (11-)), 
überein mit der Bedingung, dass die Punkte p und p', sowie q nnd q zu- 
sammenfallen. 

Für den nunmehr zu erledigenden allgemeinen Fall, wo das Strablen- 
systera durch ein nicht scbliessendes Strahlenquadrupel, also durch vier ganz 
beliebig gegebene windschiefe Gerade, bestimmt ist, treten für die Construction 
neuer Sirahlen des Systems nur geringe Modifikationen ein. Alsdann nämlich 
fallen zwar die in §. 2. als die Schlusspunkte zweier je aus zwei geraden 
Linien bestehender, zusammenhängender Züge, von denen der erste den be- 
liebig auf dem Strahl (1.) gegebenen Punkt p über den Strahl (3.) hinaus mit 
dem Struhl x 2.) und dann über den Strahl (4.) hinaus mit (1.) und der zweite 
denselben Punkt p über (4.) hinaus mit (2.) und dann über (3.) hinaus mit (1. ) 
verbindet, betrachteten Punkte p iA und p 43 nicht zusammen und ergiebt sich 
darum auch auf dem Strahl (1.) durch diese Punkte p nicht, wie in dem in 
§. 4 betrachteten besonderen Falle eines schliessenden Strahlenquadrupels, ein 
Involuüonssyslem von Punkten: dagegen gelangt man auch jetzt auf jedem der 
gegebenen Strahlen zu conjugirten Punkten eines solchen Systems, und zwar 
z. B. auf dem Strahl (1.) zu dem in §. 4 als p bezeichneten Punkte (8.), wenn 
man zu p in Beziehung auf die beiden Scblusspunkte p, * und p 4 J (§. 2, Gl. (15.) 
und (17.)) den conjugirten harmonischen Punkt construirt. Um dies darzuthun. 
bezeichne man etwa die in den eben herangezogenen Gleichungen bestimm- 
ten Coordinaten der Punkte p yi und p Ai bezüglich durch c^tr,,« und c ti w^. 
so dass also: 

I c 4<J — Bc t -r,id Aw t , w\_j = Btc t — ayAv,, 

wo A und B die in §. 2, Gl. (16.) augegebenen, von e, und m>, ganz unab- 
hängigen Werthe haben, und welche m dem jetzt betrachteten allgemeinen 
Falle nicht verschwinden. Alsdann sind die Gleichungen der durch die e»- 
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Kante und bezüglich die Punkte p, p v , p AJ gelegten Ebenen: 

W t".*^ 
and wird demnach die Gleichung der zur ersteren in Beziehung auf die bei- 
den letzteren conjugirten harmonischen Ebene: 

3.) i^ M «r v + © 0 w,, 4 )(^- + ^-) = »v r vi; + e M f «^ 

Durch Einsetzen der obigen Werthe der Coordinaten von p^ t nad j>,j er- 
giebt sich: 

»»,4 • = B* v] — /W »j,4 = BPu>\ — a'y'A^v) , 

i(« , j,4«\» + «\i«v) = v,tD,(B' — aßydA i ); 
demnach wird die Gleichung (3.) nach einigen Reduclionen: 

(4.) A\a r v\-ßdw\){a Y ^-ßd^) = 0, 

und aus dieser ergeben sich, weil A nunmehr nicht verschwindet, und wenn 
man den Factor ayv]-ßö*w\ weglfisst, welcher gleich Null wird, wenn der 
Punkt p auf einer der Leitlinien des Systems liegt, was im Allgemeinen nicht 
eintritt, als die Gleichungen des gesuchten conjugirten harmonischen Punktes 
auf dem Strahl (1.): 

<*•> '-=«. 

welche mit denen des Punktes p' (§. 4, Gl. (8.)) übereinkommen. Man hat 

domnach den Satz: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte eines der Strahlen eines 
gegebenen Strahlenquadrupels ausgehend, z B. vom Punkte p des Strahls 
(1.), in zusammenhängendem Zuge einmal geradlinig über den Strahl (3.) 
zum Strahl (2.) geht und dann geradlinig den Strahl (4.) durchschneidend 
zu (1.) zurückkehrt, und ferner p zuerst geradlinig über (4.) mit (2.) 
und dann über (3.) mit (1.) verbindet, — die Schlusspunkte der beiden 
Züge auf dem Strahl (1.) seien p i t und /> 4 ,,, — alsdann sind der zum 
Anfangspunkte p in Beziehung auf p>< und p i S conjugirte harmonische 
p' und p, bei veränderter Lage von p, conjugirte Punkte eines Involutions- 
systems. 

Bezeichnet man bei dieser Construction die Strahlen (1.) und (2.), auf 
denen die Endpunkte und Brechungspunkte der beschriebenen beiden Züge 
liegen, und ebenso die Strahlen (3.) und (4.), welche durch die beiden Züge 
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durchschnitten werden, mit gemeinschaftlichem Namen als Gegenstrahlen, um 
dadurch anzudeuten, dass die Strahlenpaare 11, (2.) und (3.), (4.) ihre 
Rollen bei der Construction vertauschen können, wobei jedoch zu bemerken 
ist, dass von vornherein jede zwei der gegebenen vier Strahlen als Gegen- 
strahlen ausgewählt werden können, so sieht man sofort, dass bei einer ein- 
maligen festen Gruppirung der gegebenen Strahlen in Gegenstrahlcnpaare, in- 
dem man dieselbe Construction von anderen und anderen Punkten aus und 
auf anderen und anderen Strahlen beginnend wiederholt, auf jedem der vier 
Strahlen ein bestimmtes Involutionssystom erzeugt wird. Setzt man also bei- 
spielsweise, wie in dem obigen Satze, die Strahlen (1.), (2.) und (3.), (4.) 
paarweise als Gegenstrahlen fest und benennt, wie früher, die auf den Strahlen 
(1.), (2.), (3.), (4.) bezüglich durch die angegebenen Conslructionen erhaltenen, 
conjugirlen Funktepaare der Involution p und p', q und q, r und r, s und 
so haben diese ganz dieselben Eigenschaften, als die in §. 4 erhaltenen, 
ebenso benannten Punktepaare, weil ihre Gleichungen (5.) dieselben sind als 
früher (§. 4, Gl. (8.)). Darum haben auch diese Punkte dieselbe Bedeutung 
für die Construction der Elemente P' und E', deren Gleichungen sich in §. 3 

als unabhängig von der Wahl des das Strahlensystem , — ) bestimmenden 

Strahlenquadrupels gezeigt haben, und es ergiebt sich demnach auch hier: 

1) der su einem gegebenen Punkte P conjugirte Punkt P 1 des Strahlen- 
systems als Durchschnitlspunkt der Verbindungslinien der Punktepaare p', q' 
und r\ s, welche auf den Paaren von Gegenstrahlen (1.), (2.) und (3.), (4.) 
conjugirt sind den Punkten p, q und r, *, in denen zwei bestimmte durch P 
gezogene Geraden die Strahlen (1.), (2.) und (3.), (4.) bezüglich durchschnei- 
den; die Verbindungslinie PP' ist der dem Punkte P zugehörige Strahl des 
Systems. Und 

2) enthält auch in dem jetzigen allgemeinen Falle die zu einer ge- 
gebenen Ebene E conjugirte Ebene E 1 des Strahlensystems die Verbindungs- 
linien der Punktepaare //. q' und r, s, welche conjugirt sind den Punkte- 
paaren p, q und r, s, in denen die Ebene E bezüglich die Paare von Gegen- 
strahlen (1.), (2.) und (3.), (4.) durchschneidet; die Schnittlinie der beiden 
Ebenen E und E ist dann der der Ebene E zugehörige Strahl des Systems. 

Hält man die Bedingung, dass die gegebenen Strahlen in der bestimmten 
Gruppirung : 1 . ), (2.) und (3.), (4.) Gegcnstrablen des Strahlenquadrupels sein 
sollen, nicht länger fest, so verallgemeinert sich die Construction der einem 

Journ.l ftlr Uatbemttik Bd. LXVII. tieft 3. 23 



178 Hermes, über Strahlensysteme erster Ordnung und erster Classe. 

Punkte /' oder einer Ebene E conjugirten Elemente F und E', und man er- 
hält folgende zwei Sätze, von denen der eine die reciproken polaren Bezie- 
hungen des anderen ausspricht: 

»lern kann durch jeden Punkt P im Räume, welcher nicht auf einem 
gegebenen Strahienquadrupel selbst liegt, sechs gerade Unien ziehen, welche 

( i i t ^£fj cb(?t%(?$9 Z ll **ff t i i i f y f ( Ji ( i ^ // 1 1 1 i 'i n , tttiiiilit it tili s( (_ fiw) 

Geraden, in denen sich die vier durch P und die Strahlen des Strahlen- 
quadrupels eimeln gelegtem Ebenen durchschneiden; construirl man tu den 
Schnittpunkten jeder dieser Geraden auf den ihr zugehörigen beiden Strahlen 
als G egenstrahlen die conjugirten Punkte und deren Yerbindungsgerade, 
so erhalt man im Gamen sechs Yerbindungsgeraden und diese gehen durch 
denselben Punkt, nämlich den conjugirten Punkt P' des durch das ge- 
gebene Strahlenquadrupel bestimmten Slrahlensuslems. Und: 

Es giebt in jeder Ebene E, welche nicht selbst einen Strahl eines 
gegebenen Strahlenquadrupels enthält, sechs gerade Linien, welche die vier 
Stralilen su zwei durchschneiden, nämlich die Yerbindungsgeraden der vier 
Punkte, in denen die Ebene E die Strahlen des StrahlenquadrupeU durch- 
schneidet; construirt man su den Punkten, welche jede dieser Geraden 
r erbindet, auf dm ihr zugehörigen beiden Strahlen als Gegenstrahlen die 
conjugirten Punkte und deren Yerbindungsgerade, so erhält man im Ganseti 
sechs Yerbindungsgeraden und diese liegen in derselben Ebene, nämlich 
der conjugirten Ebene E des durch da* gegebene Strahlenquadrupel be- 
stimmten Strahiensystems 

Die Verbindungslinie der Punkte /' und und die Schnittlinie der 
Kbenen E und E' sind selbst Strahlen der betreffenden Sirahlensysteme. 
Herlin, November 1866. 
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Ergänzung der Abhandlung über die Entwickelung 

des Products 

1. (1 8*) (i+3af)...(l-f («-!)*) - Ä{x) 
in Band XLHI dieses Journals. 

( Von Herrn Schiüfli zu Bern.) 



Im Beginn des §. 4 dieser Abhandlung wird eine Form des Ausdrucks 
einer ganzen Function angenommen, wo der Coefficient des Anfangsterms (In- 
tegrationsconstante bei der Integration einer Differerrzengleichung) nur durch 
Induction gefunden war. Am Ende von §. 6, Gl. (38.) steht zwar die iden- 
tische Gleichung, auf deren Beweis alles ankam ; aber ich hatte wirklich ver- 
gessen, dass sie noch nicht bewiesen war, und sogar gesagt, der directe Beweis 
möchte sehr schwer sein. Ueberhaupt führte damals der Versuch, durch In- 
tegration von Differenzengleichungen den Gegenstand zu erledigen, zu un- 
nöthiger Weitläufigkeit. Ich will nun den Fehler verbessern, indem ich «eige, 
dass die Sache weit einfacher ist. 

Das in der Ueberschrift genannte Producl, 17 (x) = £A m x m , ist durch 

FI(x) = i, TI(x) = (1 + ttx)f7(x) für jede ganze Zahl n definirt. Nur mass 
für ein negatives « = — l der absolute Werth von x kleiner als y sein, da- 

-l mmm -1 

mit die Entwicklung /7(x) = ((l-x)(l-2a:)...(l-Ax))- , = 2 A.x" conver- 
gire. Es ist auch sogleich klar, dass die mit A bezeichneten Coefficienton 
positive ganze Zahlen sind, sobald sie nicht verschwinden. Der bekannten 
Gleichung 

welche 

lieferi (wo ß l +" = 1 zu verstehen ist, wenn m = l = ß = 0), reihe ich die 
Entwicklung (für a = 0, 1, 2, 3, . . .) 
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durch welche die (ganzen positiven) Zahlen Ä„ B„ ... definirt werden sollen. 

an Also B , « 1, B m = 0 fflr m = 1, 2, . . . . (Die Gleichung Ä_, = 0, die 
hier sogleich klar ist, fallt im Grande mit jener unbewiesenen Gleichung [2S.j 
zusammen; ihre Erkenntniss gab mir die Veranlassung zur vorliegenden Be- 
trachtung.) Stellt man in (3.) die linke Seite durch 

dar, so folgt wegen (1.) 

(4.) *-.-gH^C±Di- 

Au» 
folgt 

B^.^-aB^ = (m + «)ßl-.4„ (Relationsscale), 

u o — I 

im besondern B„ — (2a — i)B„ = 1 .3.5. . . (2a — 1). Es sei nun 

also eine ganze Function (2«i)" n Grades von n. Da 

C-f 1 — n\ /m — n \ _ (m — n \ 

so ist 

r«..M-/Ui(»+i) ='.i'Cr«)*""- 

nf M - -^(«.+«)C; B e )5._ 0+I -2: ( aC;» a )ß._„. 

Daher 

^ + .(»)-/: + ,(»+i)+i»/-(») = ^c+;)(ß--. + ,-(»+«)ßL + .-«^-a)=o 

» -4-1 

vermöge der Relationsscale für B. (Da B m+ , = 0, B_, = 0, so ist die Ver- 
schiedonheit der Summongrenzen ohne Belang). Ferner ist /;, (») = #, = 1 ; 
A.(0)==0 fflr w= 1, 2, weil ( -> J <I ) = 0 fflr a=l,2, ... nnd ß_ = 0. 
Diese Anfangswcrthe der Function f m (n) im Verein mit der Relationsscale. 
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die für f und A dieselbe ist, reichen bin, um zu beweisen, dass 

ist. (Da diese Formel (5.) für » = 0, —1, —2, ... —m dem Systeme der 
Gleichungen (4.) für o = 0, 1, 2, ... m genagt und für n = 1, 2, . . . m den 

■ 'i 

der Function (»— 1)"" Grades ff(x) entsprechenden Werth A m = 0 liefert, also 
in 2m-hl Fällen richtig ist, so hätte man auch von hier aus die allgemeine 
Richtigkeit des Ausdrucks (5.) für eine (», l) 2 " schliessen können.) 

Combinirt man (2.), (4.), (5.), so stellt sich Ä m als dreifache Summe 
dar; diese kann aber in eine Doppelsumme verwandelt werden. Dn in (4.) 
und (5.) zusammen O^l^a^m, und, wenn i fest bleibt, 

— i i\m+i/m—n\/—n — ). — i\ _ fm — n\/'m + n\ 

so folgt 

mittelst (2.) eine Doppelsumme. Der Ausdruck ist übrigens eine (», l) 2 ", und 
die Gleichung wird von » = -w bis n = m unmittelbar als richtig erkannt; 
sie ist also auch unabhängig vom vorigen bewiesen. 

Zieht man einen analytischen Gang vorigem synthetischem vor, so leitet 
auch die Anwendung des Fourterschen Satzes zur Gleichung (5.). Giebt man 

nämlich, wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet, dem Product IT(x) die 
Gestalt eines Binöminalcoefficienten, so kommt 

_ (-1)" ■ , 

\»-V Ä(«-l)l 

Da aber der CoefOcient von in der Entwicklung von 

ist, so giebt der fWtersche Satz 

wenn der Integrationsweg +1 Mal 0 umläuft und —1 ausschliesst. Setzt man 
« = e , -l, so kann man unter dem Integrationszeichen nach Potenzen von * 
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entwickeln und hat daher zugleich 

. G=i) - »/"•"('-ir* 

wenn der Integration weg ■ 1 Mal 0 umläuft und alle Vieirachen tob 2vt 
ausschliesst. Es sei e'-l = 1(1 + T); dann ist 

und, da 

(-t)-(ji-l)! /-it\ _ fm-n\ (m-j-a )! 
(«-«•-I)! V a / Vw + o/ a! " 

ist, auch 

was mittelst der in (3.) definirten Coefficienten B die Gleichung (5.) giebt. 
zwar nur für ein ganzes positives m, aber mittelst der Relationsscalen for A 
und B auf ganze negative Werthe von n äbertraghar. 

Bern, den 28. November 1866. 
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Ueber die Entwickel barkeit des Quotienten zweier 
bestimmter Integrale von der Form 

Jdxdy...ds. 
(Von Herrn Schloßt zu Bern.) 



Im Gebiete von n Variabein x, y, . . . i heisse jede Gruppe von 
Werthen derselben ein Punkt, und die einzelnen Werthe seien die Coordi- 
naten dieses Punktes. Wenn überdies das Quadrat der Distanz zweier Punkte 
durch die Summe der Quadrate der Unterschiede gleichnamiger Coordinaten 
beider Punkte definirt ist, mögen die Coordinaten rechtwinklige heissen, wenn 
durch eine andere homogene Function zweiten Grades, schiefwinklige. Ich 
setze die Eigenschaften einer orthogonalen Transformation, d. h. einer solchen 
linearen Transformation der Coordinaten, welche jene erste Form des Aus- 
drucks der Distanz nicht ändert, als bekannt voraus. Ein Punkt, dessen Coor- 
dinaten a?,, y,, ... a, den Zeiger 1 tragen, werde mit diesem Zeiger 1 be- 
zeichnet. Die Gesammtheit aller Punkte, welche der in rechtwinkligen Coor- 
dinaten ausgedrückten Gleichung .;■ */') H»' — 1 genügen, heisse n-Sphäre; 

der Punkt, dessen Coordinaten alle Null sind, heisse das Centrum 0 derselben; 
1 ist ihr Radius; von einem Punkte, der jener Gesammtheit angehört, sage 
ich, er liege auf der n- Sphäre. Die » Punkte 1, 2, 3, ... n seien nun 
nach Belieben auf der n- Sphäre gegeben, doch so, dass der Determinanl 

= | " ' *J nicht verschwindet ; ferner ordne man entweder die Coordi- 
naten oder die Punkte so, dass dieser Determinant positiv wird. Der Minor 
(I n) dieses Detcrminants z. B. werde mit [Jj bezeichnet, u. s. f. Summa- 

lionen, die sich auf die Coordinaten x, y, . . . i beziehen, mögen mit — . 
solche, die sich auf die Punkte 1, 2, ... n oder deren Combinationen ohne 
YYiederholuug beziehen, mit S bezeichnet werden. Mit Bewahrung des Ur- 
sprungs 0 kann man die Coordinaten orthogonal (und homogen) so transfor- 
miren, dass die Punkte 1, 2 nur für zwei Coordinatennamen Werthangaben 
erfordern, während alle anders benannten Coordinaten in beiden Punkten ver- 
schwinden, d. h. die drei Punkte 0, 1, 2 bestimmen eine Ebene, welche alle 
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drei enthält; in dieser Ebene liegt ein Winkel 102, der mit 12 bezeichnet 
sei. Die orthogonale Transformation giobt cos 12 = 2x t x, . Das Quadrat der 
Distanz der zwei Punkte 1, 2 sei w 12 = 2{x t - x,)\ also cos 12 = 1-J«,,. 

Um schiefwinklige Coordinaten />,./>„ . . . p. zu bekommen, deren 
jede in O und m-1 Punklon aus den « auf der «-Sphäre gegebenen ver- 
schwindet, aber im einzigen noch übrigen den Werth 1 annimmt, setze man 
x^SxiPi, y^SyiPn ••■ * = S» j p 1 (A = l, 2, ...*). Da \'J nicht ver- 
schwinden darf, so sind durch dieses System von n Gleichungen umgekehrt 
Pi- Pii ••• Pn als homogene lineare Functionen von x y y, ... s völlig be- 
stimmt, und sie sollen hier eine geraume Weile hindurch immer als solche 
betrachtet werden; als unabhängige Variablesollen nur x, y, ... s gelten. Der 

Kurze wegen sei s = p l +p 2 A \-p m , U= IV = Su iu pip u (Ä, u = l, 2, ...»), 

H positiv verstanden, wenn U positiv ist. Dann ist 

2a? = Spl + 2Scosi2p,p i = r- U, 

also mit Ausnahme von O stets *>ß. 

Gegenstand der vorliegenden Betrachtung ist nun das »fache Integral 

S = J'dxdy...dz (a: t +y I +... + a 1 < 1, p t > 0,p, > 0, ... p K >0), 

das ich einen n-sphdrischen Seclor nennen will. Ich werde es so verwan- 
dein, dass der Quotient — ^-r- nach Potenzen und Productcn der — - Distan- 
zenquadrate «„, . . . entwickelbar wird. Man beachte wohl, dass die gemachten 
Voraussetzungen die Möglichkeit eines Widerspruchs zwischen den dem Integral 
S auferlegten Grenzbedingungen ausschliessen. und dass diese Bedingungen s 
und V positiv machen. In der Folge kommen nur proportionale Verwand- 
lungen der Coordinaten x, y, . . . s milleist positiver Factoren vor. Da diese 
die linearen Grenzbedingungen />,~>0, ... nie in andere Form bringen können, 
so werde ich es unterlassen sie zu wiederholen. Aus demselben Grunde darf 
ich voraus setzen, dass nach jeder Verwandlung die Buchstaben *, R, V 
immer wieder dieselben homogenen Functionen von x, y, ... » bedeuten wie 
vorher; vorübergehende Ausnahmen werden wohl das Verständnis nicht stören. 
Setzt man 2x* = r*, und denkt sich y, . . . a constant, so kann man 

im Integralausdruck dx durch ersetzen. Hält man r fest und substituirt 

x 

rx, ... für x, ... so kommt 

S=/r-rfrt^l ;0<r< 1.^ = 1). 
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und, da man hier nach r integriren kann, 

(Wenn irgendwo innerhalb der Grenzen x verschwindet, so richte man die 
Berechnung des Elements dieses Integrals auf einen anderen Coordinaten- 
namen als x ein; denn alle n Coordinaten können auf der »-sphare nicht 
zugleich verschwinden.) Wenn man, r einstweilen nur als Hülfsvariable an- 
sehend, jedes Element dieses Integrals mit j2lCrdr{Q <rÄ< 1) = 1 multi- 
plicirt. und dann, r festhaltend, x, ... in — , ... umsetzt, so kommt 

« - \f£z+*9 (0<Ä<l,-2fx' = rW-Ä'). 

Setzt man \dU = RdR = Xdx-\ — und denkt sich y, ... » constant, so darf 

rdr . , RdR 

durch — y~ ersetzt werden, was 

giebt. Man halte R fest und lasse x, ... in Rx, ... Obergehen, 

S = ^fV-i)-*RdR*^- (0<Ä<1,.ZV=,'_1). 
Hier kann man nach ü integriren und hat 

(Die Schwierigkeit, die aus dem Verschwinden von X innerhalb der Grenzen 
entstehen könnte, wird, wie oben, dnreh eine andere Darstellung des Elements 

dlJ 

beseitigt. Denn, da hier U=l und überhaupt L r =£x.\ ~ ' , so können 
nicht alle Abgeleiteten von U zugleich verschwinden. Wenn man übrigens 
das Coordinatensystera so wählt, dass x t = x, = x, = ••• = x. wird, so bekommt 
man s — ■, wo sin p den Radius der durch die Punkte 1, 2, ... n ge- 
henden kleinen (* — l)-sphäre (*= 1, .Sx* = 1) bedeutet, und X = xl*ng 2 y 
kann dann nirgends innerhalb der Grenzen verschwinden.) 

Da überall *>1, so darf man (•*— t)"* nach fallenden Potenzen von 
« entwickeln, und gebe der Entwickelung die Form 

Joumil Ar M»the m.tik Bd. LXVIL Heft 1. 24 
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Substituirt man oben diesen Ausdruck, führt T -. ... statt x, . . . , ersetzt 
RdR 

dann — ^— durch dx und gebraucht die Funclionsbezeichnung 



so kommt 



l±-f e -. T (^v).d*dy... 



A4" 

Führt man endlich p,. . . . p m als unabhängige Variablen ein und beachtet, 
dass der Funclionaldeterminant der rechtwinkligen Coordinaten in Bezug auf 

diese schiefwinkligen den Werth \'J hat, so ist 

(1.) S = - 7 ^^yj/e-'T( n ±- i -,U)dp l d Pi ...dp. ( Pl >0,...) 
oder, was dasselbe ist, 

Hier kann U l in eine endliche Reihe von Potenzen und Producten der Hülfs- 
variabeln p t , p 2i . . . p m entwickelt werden; jeder Term liefert dann eine 
Combination der conslanten Elemente «„, ... multiplicirt mit einem Product 

solcher einfachen Integrale, wie je"** pT dp, ~ m! . Sind diese einfachen Inte- 
grale alle in Facultäten verwandelt, so hat man wirklich eine in ganzer Form 
fortschreitende Entwickelung jenes Quotienten nach invariantiven Ele- 

menten des Sectors S, nämlich nach den Quadraten der Distanzen seiner Ecken 

t, 2, . . . «, vor sich. Der Divisor in jenem Quotienten ist flbrigens der 
Werth des »fachen Integrals 

L = /dx<k,...d» (*<l,p.>0,p J >0,...j>.>0). 

Denn es folgt sogleich L = ^Jjdp^p,. ..dp. (dieselben Grenzen). 

Denkt man sich p t , p s , .../». conslant , so darf man dp t durch dt 
ersetzen. Jetzt wandle man p,, ... p m in »p,, ... »p. um, so hat 

-jj = fe- l d*dp x dp % ...dp. 

\Pi +p> + ••• +/». < 1 ,/»»> 0, /»,> 0, .../>„> 0, 0 <*< 1 ), 
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and da man nach « integriren kann, 

und so fort; folglich 1=^^. Die Integrale S und L haben sämmtiiche 
Ecken 0, 1, 2, 3, ...» und alle durch O gehenden linearen Grenzen gemein; 
sie unterscheiden sich nur dadurch, dass dem Centrum gegenüber S von der 
n- sphfire, L von dem durch 1, 2, 3, ... n gelegten linearen Continuum be- 
grenzt ist. 

Es liegt uns noch ob, die Convergenz des Integralausdrucks (1.) zu 
beurtheilen. Die mit T bezeichnete Function bildet einen besonderen Fall der 
hypergeometrischen Reihe von Gauss und kann auf mannigfache Arten durch 
bestimmte Integrale ausgedrückt werden; für unseren Zweck passt die Dar- 
stellung durch 

wenn man \>U=R (positiv) und cos0 = l — * setzt. Ist nun R sehr gross, 
ii aber endlich, so liegt der weil überwiegende Theil des Integrals auf der 
Strecke 0<Cx<i-^^; man darf (1— Jx)*"~' durch 1 ersetzen, und bekommt 
angenähert 

Daher ist die Convergenz des Ausdrucks für -j~ dieselbe wie sie das be- 
stimmte Integral 

2i *"' '^i^rVe' " UrU '* m *• *- t* > 0. • ») 
von der Gegend an hat, wo V sehr gross ist, bis da wo U unendlich wird. 
Ich glaube daher, die Convergenz des Integralausdrucks (1.) sei gesichert, 
weun U als quadratische Function der Variabein p,, p,, • . • p„ für keine 
Gruppe positiver Verbältnisse derselben Null oder negativ werden kann, wie 
wenn sie z. B. als arithmetische Summe von n Quadraten reeller linearer und 
homogener Polynome, ab"r nicht von wenigeren, dargestellt werden kann, wie 
z. B. oben durch — Sxjp;)% mit anderen Worten, wenn ihr Discriminant 

./ = coslil.cos2/. . . . cosnA 1 (wo cosiU = l) 
I (A = 1,2,3...») 

24« 
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und alle seine diagonalen Minore positiv sind. Es muss indess Falle geben, 
wo die Reihe für -j- convergirt, obgleich J verschwindet; denn rann kann 
sehr kleine « 0 , . . . wählen, welche der Bedingung J = 0 genOgen. Da 
übrigens die Reihe aus lauter positiven Terraen besteht, so kann eine Variation 
ihrer Elemente «n, . . . wohl nie anders einen üebergang von der Conver- 
zur Divergenz bewirken, als indem derselbe durch das Unendlichwerden 



ihres Werthes j-, also, da S stets endlich ist, durch das Verschwinden von 



L, somit von J, angezeigt wird. Diese Erwägungen bestimmen mich zu 
glauben, dass, wenn nicht die Punkte 0; 1, 2, 3, ... « allesammt einer und 

derselben linearen Gleichung genügen, die angegebene Entwickelang des Qno- 

ß 

tienlen -j- stets convergire. 

Für H = 2 sei x, = cosa, y, = — sin a ; x } = cus a, y, = sin a; also 
L = \ yj = cos a sin a, Inhalt des Dreiecks 012; Kreissector S = a Der Sau 
(1.) giebt, da U= 4»'m 7 a pq, 



cosasina 
die bekannte Entwickelung 

« _ 3.4...2 A . u 

^sTsrn^ " Ä 3.5...(2i + ^ 810 °- 
Für « = 3 i»t S ein Kugelsector; seine Basis, das Kugeldreieck (123) 
habe die Seiten a. b, e und die Winkel A, B, C. Setzt man ain'i«»*, 
sin'i6 = y, tin'ie-«, so folgt 

J m 4(2»»+2*z+2xy-:n'-»- 1 -a , -4 a rya) 

. . o+6 + « «+* + c . a — b+e . o + b — e 
= 4 sin ^ sin ' 2 sin — ~— sin —ä-g ; 

ferner ist S = t(A + B + C-n), and L = i^J ist das Volumen der Pyramide 
(0123). Der Satz (1.) giebt 



Argumente des Sectors S. 

Man kann die rechtwinkligen Coordinaten x t f t . . . a so wählen, dass 
die Polynome p, , /> ; nur zwei Namen enthalten. Lasst man dann die n— 2 an- 
gleichnamigen Coordinaten verschwinden, so hat man eine Ebene vor sich, In der 
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die zwei geraden Grenzen />,>0, p,]>0 einen Winkel (als unendliches Areal 
gefasst) mit einander bilden, den ich Überhaupt das von den zwei linearen 
Grenzen />,><), p,>0 eingeschlossene Argument £-(p l ,p 7 ) = a n des Seclors 
S nennen will. 

Aus dem System der Gleichungen x=Sx l p l , . . . folgt ^.f»^^*]*, 
etc. Bildet man Summen, wie JT«}, Xx^, so geben dio Sätze Ober Mul- 



wenn [|]. [^j, ... [^] die Minore der obersten Zeile des Cosinussche 
des Determinante J bedeuten. Aus J&m Bp\+ 28 cosiiü.pip,, ist klar, dass 
alle diagonalen Minore, wie [{], [j*], . . positiv sind. Ich darf daher 
Vi!]' /[?]' /[I2]' 80 ofl als sie vorkommen, positiv verstehen. Setzt man 

lJ Pi = «iaj + Oiy + - + Ci«, also «, = --—-, und so fort, so ist 



VN VLiJ 

2a\ = 1 , und die Grenzbedingung 2a t x ]> 0 von p, > 0 nicht verschieden. 
Die orthogonale Transformation giebt aber — cosa„ = a,a,-r-6,6,4 r-e t c,. 

Gl "rtia 

Folglich ist -cosa„ = . ««10,,= r • Hieraus ergiebt sich 

nijyu] ruJrBJ 

„in n 

leicht, dass die ---^ — - Elemente cos 12, . . . dieselben Functionen der Ele- 
mente — cosa,,, — cosa„, ... sind, wie diese von jenen. 

Bewegt man die einzige lineare Grenze >0, so bleiben alle 
{ n ~W n — ?2 Argumente wie a ai die mit dieser Grenze nichts zu schaifen 
haben, constant ; das Eck 1 bleibt fest, und jedes andere Eck >. kann sich nur 
in der Ebene (Oll) bewegen und beschreibt einen Kreisbogen um 0. Ich 
verlange noch, dass auch die Argumente a u , « w , ... a u constant bleiben 
und nur das Argument a„, das ich kurz mit a bezeichnen will, variire. 

Die hieraus entspringenden Bedingungen 2 a, da, ~ 0, 2a, da, = sin a . rf« , 
Saida, = 0, 2a 4 da, = 0, ... 2o n do, = 0 werden zunächst J£[*]<to,=0, 

*\l]^ = V ^*"> 4f]**=°> 4SI*'- 0 ' - 
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wie schon gesagt- nur in der Ebene (013) bewegen kann, so ist 

^L = / Jx,+yx J , ^ = ^+7», • • • 
,a setien wo ß y noch *u bestimmen sind. Ans idXx? = Ä<te, = 0 folgt 
/Jcosm^o/und ans d^=^+^ = ° folgt 

4T]^ l + y x,) + ^Ji]Ä% = * ^+cos23 y |l 2 2 ] = 0. 

Also ist _ _ 

= |[jy(x J cosl3cos23-x 1 cos23), 

wo der Zeiger 3 durch jeden anderen ersetit werden darf, wenn man be- 
achtet, dass cosTT = l, cos22 = l. 



S nach ieiuen Argumenten. 
Zu d en 7üh^"lbktVranngen . = Sfc, V = Su lt ,p lP kommen noch 
«_,Jl£stf Umi und „, p», P- gelten fortan .., ******* 
Variabein als solche, die nur dienen, die nach Potenten und Producten der 
. verlaufende unendliche Reihe des Salses (1.) in Form e.nes besäten 

Integrals darzustellen; das Argument «* wird nur von den Distanzen qua 
10 g , „ . ial i^__J^.. Halt man die Gleichungen 

«„> implldH. Demnach ist - du 

Q - 2x\ x = Sx lPl , 9 = *W>_ • • 80 fo1 « 1 _ 

4 ^ = jSxjx = costI.p l +co82A.jh+- + co fl » i Pi» 

M.l.lpUoIrt m« «m OWcku.» -» -J «— * «b« 1 = 1, 2, 3, . . . 
•o kommt ^ e<? , <30 dQ\ 

und. da 0»"tf" l-i-ai • s *^ = 2 0' auch 
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wo «,1 = 0, «„ = 0 xu beachten ist. Sabstituirt man hier Q = $ 7 —U and 
setzt abkürzend = U if also 4^- -2*— L^, so bekommt man endlich 



Da ferner 

für 1 = 2, 3, . . . n; für A = 1 aber 

° = 4T]^= |/[iÜ(4-4(-+« Ä )-i +*«*), 
so fofet 

Der Kürze wegen werde ich im nächst folgenden nnr T(m) statt 
T(a, ü) schreibe», da das Argument V dieser Function immer beibehalten 
wird. Man beachte dass 

-^ÖL = T(«+t), und 4UT(o+2) + iaT(a+i)-T(a) = 0. 
Mittelst der schon berechneten Werthe von -5^- wird man nun finden 



= ^K^).(I^I/, + 4l7-8(ii u +^p,ü i --f8ih,^ 1 ^+i8iiuWiü i ) 



+B-g^\>-p\T(^).Su, 1 * 1 ,,+ T(!^).( i ,, l + l 
+«-(4l/r(4^)4 2(.-1)T(-"4i)-r(^)) 
-le-S. uWi .(4 l /T(!^) + ai. + l,T(^)-r(^l)). 
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Der Einzelterm der Summe in der zweiten Zeile liefert Null, wenn er von 
Pl = 0 bis Pl = ob integrirt wird; die dritte and vierte Zeile sind sehon jetzt 
mit Null identisch. Die erste Zeile, nach p, inlegrirt. gtebt 

und dieses, nach p 7 integrirt, giebt (e"" t(^-))( Pi = 0,^ = 0). Geben wir 
den Buchstaben , wieder die ursprüngliche Bedeutung linearer Functionen 
der Coordinaten x, y, ... », um die Gesammtheit der Punkte zu bezeichnen, 
welche den drei Gleichungen p t = 0. p, = 0, ~ x ; = 1 genügen. Diese Ge- 
sammtheit ist eine (»—2)- Sphäre, welche nur die Ecken 3, 4, ... « enthalt, 

12 J dieselbe Bedeutung,- wie d in Bezug auf 
1, 2, 3, ... n. Also ist auch 

der durch die Ecken 3, 4, . . . • bestimmte Sector jener (»-2)-sphlre, and 
obige Rechnung hat uns dann 

geliefert. (Einen anderen Beweis dieses Satzes habe ich im Quarlerlp Journal 
of pure and applied matkemtatict, Bd. II., S. 287 gegeben. In diesem Jour- 
nale, Bd. XL VIII, hingegen steht ein Aufsatz „Ober eine Function von drei 
Winkeln", der fOr das Gebiet von vier Coordinaten und den besonderen Fall, 
wo die Argumente «„, «*, a H des Sectors S den Werth in haben and nur 
«fa, «u» o» frei sind, eine Reihe von Folgerungen aus vorliegendem Satze 
(2.) rieht.) 

Die Argumente /3 M , /?»,... /?(_,>. des (»-2) -sphärischen Sectors S u 

verhalten sich zum Cosinosschema cos3,L.cos<U .. .cos»! des zweiten Minors 

(i = 3,4 1 5...n) 

[12] ^ es D eterm * nan ' 8 ^ 80 ' w ' e me Argumente a u , ... de« «-sphärischen 
Sectors S sich zum vollständigen Cosinusschema von J verhalten 4 ; d. h. 

- ESI l3 ÄE1«2 
"VOSSFTOUT THIREllJ] 

Will man S„ in der einfachsten Form eines (»- 2) fachen Integrales 
Jdxd 9 ...d* darstellen, so hat man zuvor das System der • 
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Coordinaten orthogonal so zu Iransformiren, dass auf die Polynome p,. p, nur 
zwei Namen fallen , und dann sind in jedem der übrigen Grenzpolynome die 
zwei Terme dieser Namen auszustreichen. Wird noch jedes mit einem po- 
sitiven Factor multiplicirt, der bewirkt, dass z. B. das mit dem Zeiger 3 ver- 
sehene Polynom im Eck 3 den Werth 1 bekommt, so mögen die so verän- 
derten Grenzpolynome mit t/,, c/ 4 , ... q, bezeichnet werden. Man lasse nun 
jene zwei Coordinatennamen weg, bilde aus den n~2 übrigen neuen Coor- 
dinaten die einfachste Form eines «—2; fachen Integrales und gebe diesen die 
(«— 2) -Sphäre vom Radius 1 und ^ 3 >-0, q t > 0, ... q H >0 zu Grenzen; 
dann hat man S n . 

Bleibt man bei dem ursprünglichen System der » Coordinaten x,y, ... z, 
das zur Darstellung des Sectors S gedient bat. so kommt die letzte Vorschrift 
darauf zurück, dass man z. B. p s durch f>+ap t +ßpt ersetzt und hier er, ß 
so bestimmt, dass das neue Polynom sowohl zu p t als zu />, senkrecht wird. 

Man erhält [J|] ft = [Jf]*+ + fflr ; = 3 ' 4 - - " F**=i.« 

wird dieser Ausdruck mit Null identisch. Dividirt man ihn für k = 3 mit 



/[l 2] ' \ [l 23J* s0 w ' r( ' ^ umn)e ^ er (? ua drate der Coefficienten von x, 
y, ... z xleich 1. Mit Bewahrung derselben » rechtwinkligen Coordinaten, 
durch welche S anfänglich ausgedrückt ward, kann man nun auch S t2 als 
m- Faches Integral 

S n = ^ fdx dy...dz ( [2a? < 1 , q } > 0. q t > 0, . . . q K > Oj 

darstellen. Die Begründung dieses Ausdrucks folgt im nächsten Abschnitt, 
wo Integrale ähnlich wie S, aber mit weniger als » linearen Grenzen unter 
anderm in Betracht kommen. 

Fall, wo die eine Gruppe der linearen Grenzen auf der anderen Gruppe 

senkrecht steht. 

Die » = /+r« Coordinaten im ursprünglichen Ausdruck des »-sphärischen 
Sectors S mögen aus einer Gruppe von / Coordinaten x, y, . . . z und einer 
von «1 Coordinaten x, y, . . . z bestehen; die linearen Grenzpolynome /},, 
p.„ ... p, sollen nur x, y, ... a, die übrigen q„ q } , ... q m nur x', y, ... z' 
enthalten Es sei ferner as , +jf , +—+* , = r , l 

fdxdy...dz (f*<l,f>,>0,.../»i>0] as L, 
fdx'dy'...dz [* n +l n +- »+« a <l,fi>0,.. q m >0 = M 

fär M.theffi.tik Bd LXVU Heft 2. 25 
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Hält man im Integrale 

S = Jdxdt/..Mdx'd 9 '...ds' (r i +x"+-+»' I <:1.f>,>0....p,>0, 9l >0,... 9 ^>0) 
die Variabein x, y, . . . s fest, so ist 

fdxdy.ds (^x''<1-r\ 7l >0.... 9 .>0 = (l-r')»-^, 

S = Mfi\-r*-dxd 9 ...d* y<l,*>0,...*>0). 

Fährt man hier als erste Integrationsvariable r statt x ein und wandelt dann 
x, j, . . . a in rx, ry, ... ra um, so kommt 

S - M/li-r^^dr^l {0<r< 1, Zx> = l.^>0, ...), 

und, wenn man hier nach r integrirt und beachtet, dass f ' * 9 * 
(^x J =l,/»,>0. .. = so 



Ich habe hier das System der /+» Coordinaten schon von Beginn an 
so gewählt, wie es die senkrechte Stellung der Polynome />,, ^, ... p, tu 
den Polynomen y M 9:- • 9- erlaubte, und wie es für die Behandlung des 
Falles am bequemsten war; ich brauche kaum tu bemerken, dass die Allge- 
meinheit des Satzes nicht darunter leidet. 

Denkt man sich, der Sector L verhalte sich wieder so wie S, dass 
nAmlich seine linearen Grenzpolynome zwei zu einander senkrechte Gruppen 
bilden, so kann man auch L auf ähnliche Weise durch ein Prodoct zweier 
Seetoren darstellen, die den zwei Gruppen entsprechen. Wenn also die li- 
nearen Grenzen von S drei Gruppen, eine von k, eine andere von /, eine 
drille von m Polynomen, bilden, deren jede auf beiden übrigen senkrecht steht, 
und man bezeichne! die diesen drei Gruppen entsprechenden /-, »-sphä- 
rischen Seeloren mit h\ L, M, so folgt 

8 = /\**-H)/\}/ ■ r/\j»-r KU[ 

f(»±4t=. + 0 

Wie dieses weiter geht, ist klar. Kommen monospbärische Sectoren vor, so 
kl zu beuchten, dass jeder solcher Idx 1, x>0 N =s | ist. Wenn daher 

unter den / 1 m linearen Grenzen eines / - m -sphärischen Sectors S eine 
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Menge / solcher sich findet, deren jede auf allen l+m— 1 übrigen Grenzen 
senkrecht steht, wenn also das System der l-\-m Coordinalen orthogonal so 
transFormirt werden kann, dass der ursprungliche Ausdruck des Sectors die Gestalt 

S sb Jdxdy...dtdx'dy'...di {2x*+2x n < >0. />,>(>, ...p m >0, 

*>O,y>0,...a>0) 
annimmt, wo die linearen und homogenen Polynome p,. p } . . . . p m nur x, 
y', ... s enthalten; und man setzt 

JU = fdx'dy.dz (*^<l,*>0,*>0,...p.>0); 

so ist 

Behalten wir das letzte Coordinatensystem, das für diesen Fall am 
besten passt, indem die / zu einander und zu den m übrigen senkrechten 
Grenzpolynome selbst als Coordinalen gebraucht werden, so ist klar, dass eine 
Umwandlung der Grenze x > 0 in — .r ; >0, d. h. in x<0 den Werth des 
Integrals S nicht ändert; denn in der einzigen Grenzbedingung, die noch x 
enthält, der (l+m)- sphärischen, kommt nur x* vor. Addiren wir die zwei 
den getrennten Bedingungen, x ; 0, und j-<0, entsprechenden Integrale, 
so bekommen wir dasjenige Integral, das der Bedingung x^>0 (oder x / 0) 
entbehrt und mit S nur noch die übrigen Grenzen gemein hat; sein Werth 
ist also 2S. Lassen wir auch noch die Bedingung y > 0 weg, so haben wir 
45, und so fort. Wenn endlich alle jene / unter sich und zu den m übrigen 
senkrechten Grenzpolynomen getilgt werden, so bekommen wir 2'S. Das heisst: 

j'dxdy...dzdx'dy...di + z x « < l > 0, p ? > 0, .../>„ >0) 

= —f^^fdx' dy'. . . «V < 1 , Pl > 0, Pm > 0), 

wenn wirklich jedes der m Grenzpolynome p nur x, y, ... «' enthält. Wenn 

2n 

z. B. 1=2, m = n — 2 ist, so ist das n fache Integral links mal so gross 
als das (»— 2) fache Integral rechts. Hierdurch ist der Ausdruck für S„ am 
Ende des vorigen Abschnitts gerechtfertigt. 

Aus dem Salze (3.) folgt auch, dass derjenige Sector, dessen Argu- 
mente alle J;t sind, dessen Sehnenquadrate daher alle den Werth 2 haben, 

25* 
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während J=i ist. den Inhalt (J\'|))-: die ganze N-sphäre also 

den Inhalt .i»* : I'(ln+V hat. was längst bekannt ist. 

Es folgt aus (3.j ferner, dass der Satz { 2.) sieh nicht auf eigentliche 
Sectoren mit eben so vielen linearen Grenzen als Dimensionen beschränkt, 
sondern für ähnlich gebildete ■ fache Integrale, die weniger als n lineare 

Grenzen haben, auch noch gilt: namentlich richtet sich der Factor — nach 
der Zahl der Dimensionen, nicht nach der Zahl der Grenzen. 

Kehren wir zur anfänglichen Gestalt des Satzes 3. und ihren Vor- 
aussetzungen zurück. Den Polynomen p,. p>. ... p,, q t , y,. ... q m mögen 
die Ecken 1. 2. ... /, 1'. 2'. ... m' entsprechen. In den Ecken der ersten 
Gruppe verschwinden x', y\ ... t; in denen der zweiten Gruppe eben so 
x, y. ... 5. Daher hat das Quadrat jeder Sehne, welche Ecken beider 
Gruppen mit einander verbindet, den Werth 2. Die Quadrate der Sehnen, 
welche nur Ecken der ersten Gruppe mit einander verbinden, seien «,,, 
bei der zweiten Gruppe seien sie r, : , ... Ferner sei 

• -Fi+Jfc+— +fh +f., 

ff-Sn^j», A,« = 1.2.3..../. »-Sr i-9i9 „ Ä.« = 1.2,3....«\ 

/*,...*\ /xy... 3 'N 
» J M2.../> » J -M2...J 

Dann werden die Functionen, die in Satz J. N mit | J, *, V bezeichnet sind, 
hier resp. zu )J.\ J', s-rt, 2st-r L T ~- V. Im entwickelbaren Integralausdruck 
(1.) für den vorliegenden {l+m -sphärischen Sector S kommt also die Function 

!*(- ' "---.2*/ •- U-r V) vor. Man entwickle diese nach Potenzen und Pro- 
ducten von U } V und inlegrire den Einzelterm: man wird 

5 X ira/^ T t L ^T L} - + 6 + * 2 *0 1 y dp l dp -. .d Pi dq l dq : ...dq m 

= '\4 / *T(i±i.r)*..-*. -ye-T^. V)dq t dq : ...dq m 
finden mittelst der zwei Hülfssätze 

fe-, l U*d Pl d Pl ...d Pt = ^ß-^-J'e'Vdp i dp l ...dp i . 

Im Falle des Satzes 3.) kann man also direct beweisen, dass die vielfache 
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hypergeometrische Reihe (1.) in zwei Factoren zerfällt, die wiederum solche 
Reihen sind: jene ist G+ m W + m ~ < > fach, diese sind resp. foch, 
u „d -(»-^hch. 

Reduction deB (2n + 1 ) sphärischen Sectors auf (2n-2A)- sphärische Scctorcn, 

wo i = 0, I, 2, ... «. 

Der Coefficient von x u+i ~ e tf in der Km Wickelung von 
cosxtang^y^-fcosytang^i^ = sinx + siny 

ist / 2w , t NO wenn * =0, aber Null, wenn t = 1, 2, 3, . . . n. Mit anderen 
Worten, der Ausdruck 

nimmt für x = 0 den Werth (-1)" an, wenn « = 0, verschwindet aber, wenn 
f = l, 2, 3, ... n. Definirt man die ganzen positiven Zahlen a,„ a,, 
Oj, . . . durch 

so folgt, dass der Ausdruck 

den Werth 1 bekommt, wenn f = 0, aber verschwindet, wenn * 1, 2, ... n. 

Es sei nun S ein (2» +1)- sphärischer Sector mit den linearen Grenz- 
polynomen />,, p M ... p ]mll . Da die Grenze < 1 sich immer von selbst 

versteht, so will ich S kurz durch /(p^ft, ...J»i«+i) bezeichnen. Man lasse 

nun im ursprünglichen Integralausdruck für S auf alle möglichen Arten je 
2/.+1 lineare Grenzen weg und bezeichne die Summe aller so entstandenen 
»fachen Integrale mit 2 n 1 1 G l '"~ n \ Gruppe der Integrale, welche nur 2h — 21 
lineare Grenzen haben. Man betrachte dann das Aggregat 

A = i"(-l) i « i G' , "-' J >. 

Das in 2G ,^ " , vorkommende Integral J (/> 3 , /jj, ... p u + x ) z. ß. ist gleich 

Jlp,*Pi'P» Pi.+i )+J {-Pi->Pi,Pi, - pi*+t)- Ebenso ist das in SG (M1 
vorkommende Integral 
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+/(p*i -PiiPsip** )+y --Pf» -p*<>Pi,p*, . .} 

+/( PnPi* —py>P*' )+J{—pf>pi<> ~Pi,p*, ••■) 

+/(|»n— Fti — JtoflM •••)+/(— J»n — Pu -P^P*, •••)• 
Und so geht es fort. Fragen wir uns nun, mit welchem Coefßcient der Sector 
y\—p t ,~Pi,~Ps< - —p t ,p e+ f l p, i i,...pi m+ ,) z. B. (es ist immer mit ver- 
slanden, dass man die Grenzpolynome so ordne, dass der mit yJ bezeichnete 
Determinant positiv ausfalle; kein Sector ist negativ gedacht), worin « der 
linearen Grenzen von S das Zeichen gewechselt haben, im Aggregat A vor- 
komme, also zunächst in der Gruppe 2 n+, (F" u \ wenn 2*+l;>* ist. Hier 
müssen p M p 2 , ... p, schon zu den ausgestrichenen Grenzen gehören; es 
fragt sich also nur, wie oft man 2A+1 — * Grenzen von den übrigen p e+l , 

■ • • />*m. noch tilgen kann. Offenbar (Jjt}Zj) = (^-W*)- So oft 
kommt also der erwähnte Sector in der Gruppe 2 n+x G°"~ U) vor; in A hat er 

daher ^(-iY^CS^u) «um Coeflicient. Aber der Sector 

JipnPi, - Pf, — Pm-m — F*+ti ••• — »WO 
hat genau denselben W erth wie der vorige. Also bekommt dieser gemein- 
same Werth den Coeflicient 

das heisst, 1, wenn t = 0, aber 0, wenn e= 1, 2, ... ». Folglich ist A = S 
und wir haben den Satz 

(4.) S = £ ) (-1) i o i G ,J -- li > 

gewonnen. Nach einer Folgerung aus Salz (3.) ist aber jedes der in 
2«-»'0< J — » 4 > vorkommenden Integrale das 7i i+, /V»-x+l) : /'(»+ 1) fache des 
(2» — 2A)- sphärischen Sectors mit den Argumenten, die von den diesem Inte- 
grale noch verbliebenen linearen Grenzen eingeschlossen werden. Der (2»+l)- 
sphärische Sector kann also linear durch lauter (2n — 2i)- sphärische Sectoren 
ausgedrückt werden, wo l = 0, 1, 2, ... w. Der Schlussterm rechts in (4.) 
ist natürlich 

• 
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Reguläre Sectoren. 

Wenn alle Sehnen quadrale des «-sphärischen Sectors S denselben 

Werth u haben, so ist J — {\u)"~ 1 (h ~ m). Die unendliche Reihe (1.) 

für S bleibt daher so lange convergent, als «, von Null aus wachsend, den 
2« 

Werth noch nicht erreicht hat; hier aber wird sie divergent ; also schon 

2 

bei einem Werthe, der 2 nur um — j übertrifft 

2n 

Sind überhaupt alle Sehnenquadrate absolut kleiner als .-, so wird 

die Reihe (1.) convergiren, mag der Sector S reell oder imaginär sein. Die 
Frage muss ich einstweilen unbeantwortet lassen: wie verhält sich die Sector 
geheissene Function, wenn ihre Sehnenquadrate frei variiren? was für Un- 
stetigkeiten hat sie? 

Bern, den 4. December 1866. 
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Zur Theorie der eomplexen Zahlen. 

(Von Herrn Paul Bachmann zu Breslau.) 



In dem Folgenden theile ich die Hauptmomente aus der Theorie der 
Zahlen von der Form 

mit, in welchen x, y, z, w beliebige ganze Zahlen, D und J aber ebenfalls 
zwei ganze Zahlen sind, welche der einzigen Beschränkung unterworfen werden, 
dass weder sie selbst, noch auch ihr Product positive Quadratzahlen sind. 
Diese Zahlen mögen kurz als gante complexe Zahlen aus j D und y J bezeichnet 
werden. Die Norm einer solchen Zahl, d. Ii. das Product der vier conjugirten 
Zahlen Z,, Z ; , Zj, Z 4 , welche den verschiedenen Vorzeichen von und 
\J entsprechen, kann leicht in die Form 

N(Z) = K x 1 -Dy l -Ji 1 + DJu > f-ADJiyi-x«j l 

gebracht werden, und es kommt nun vor Allem darauf an, die reellen Facloren 
dieser Norm zu untersuchen. Zu diesem Zweck theile ich alle nicht in 2DJ 
enthaltenen Primzahlen — von den Facloren von 2DJ wird hier abstrahirt — 
in vier verschiedene Classen: 

Ich bezeichne mit n alle reellen Primzahlen, in Bezug auf welche so- 
wohl D als ä quadratische Nichtreste sind; mit q alle Primzahlen, für welche 
(y) = + l, (y) = -l ist; mit k alle Primzahlen, für welche umgekehrt 

(■j-) = -1, (-^) = + 1 ist; endlich mit p alle Primzahlen, in Bezug auf welche 
beide Zahlen D und J quadratische Beste sind. Dann ergeben sich folgende 
Besultate: 

1. Die noth wendige und hinreichende Bedingung für das Enthallcnsein 
einer Primzahl q in N{Z) wird durch die beiden Congruenzen x+rjf^O, 
z + ru _ö (mod. q) ausgedrückt, worin r eine Wurzel der Congruenz r 1 ~ D 
(mod. q). Dann werde gesagt, Z enthalte den idealen Factor [q,r). 

2. Ebenso ist die Bedingung dafür, dass eine Primzahl k in A\Z) 
enthalten ist, durch die Congruenzen x+(<*=0, y4(*n ^_0 (mod. k) be- 
zeichnet, worin p s = 0 (mod. k) ist. Dann soll gesagt werden, Z enthalte 
den idealen Factor (*,(»). 
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3. Wenn tu eine Warsei der Congruenz oP ~ DJ (mod. n) bezeichnet, 
so drucken die Congruenzen x + «tu £= 0, Dy-\-ü>s ■ — 0, tu« -f ^/s ^ 0 (mod. tt), 
von welchen die letzte eine Folge der vorletzten ist. die Bedingung aus, dass 
n in A T (Z), oder der ideale Factor (.7, tu) in Z enthalten ist. 

4. Endlich ist die Congruenz x-f wr-f *w + ut>u> zz 0 (mod. />}, worin 
c, w Wurzeln der Congruenzcn r 1 ~ £>, w* = 4 (mod. pj bezeichnen, die 
Bedingung, dass p in A T (Z) oder der ideale Factor (p,r>,w) in Z enthalten ist. 

Von den so definirlen idealen Facloren kann nun zunächst nachgewiesen 
werden, dass sie in der Theorie der complexen Zahlen aus y'D und \J die 
Rolle der Primfactoren übernehmen, indem man die beiden folgenden Funda- 
mentalste beweist. 

Wenn ein Product zweier complexen Zahlen einen jener Facloren ent- 
hält, so muss mindestens einer der beiden Factoren dieses Products durch 
denselben idealen Factor theilbar sein; und wenn die complexen Zahlen Z, 
Z' einen jener Factoren resp. genau « und »'mal enthalten, so wird ihr ent- 
wickeltes Product denselben idealen Factor genau (n-fi»')mal enthalten. 

Hieraus ergeben sich sodann alle die gewöhnlichen Folgerungen, z. B.. 
dass eine complexe Zahl, deren Norm zu 2DJ prim ist, durch ihre idealen 
Primfactoren vollständig, bis auf eine complexe Einheit, welche als Factor 
hinzutreten kann, bestimmt ist. Wenn man nun aus beliebigen idealen Prim- 
factoren Producte zusammensetzt, so werden diese im Allgemeinen selbst ideale 
Zahlen sein; zu jeder idealen Zahl läset sich aber eine andere, ein Multipli- 
cator finden, so beschaffen, dass ihr Product eine wirkliche complexe Zahl aus 
and y'J ist. Dies giebt bekanntlich zu einer Classification aller idealen 
Zahlen Anlass, indem man alle Zahlen mit gleichen Multiplicatoren in eine 
Classe wirft Es ist leicht zu zeigen, dass auch in unserer Theorie die An- 
zahl solcher Classen eine endliche ist, und ich habe diese Anzahl nach den 
DfneWe/schen Principien bestimmt. 

Ehe ich die erhaltenen Resultate hier mittheile, muss ich fiber die 
Einheiten unserer Theorie einige Bemerkungen einschalten: 

1. Die einfachen Einheiten reduciren sich hier im Allgemeinen auf 
die beiden Einheiten ±1, wozu nur in besonderen Fällen noch die beiden an- 
deren ± i 1 hinzukommen; man kann nämlich sagen: alle einfachen Einheiten 
sind in dem Ausdrucke +(y'— 1)" enthalten, worin « die beiden Werthe 0, 1 
hat, sobald sich unter den Zahlen D, J die negative Einheit befindet, sonst 
aber gleich Null zu setzen ist. 
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2. Setzt man d = y'D-\-^J, so ist d Wurzel der irreductibeln Gleichung 

F-2(D + J)P+(D-J) 7 = 0 

welche lauter reelle Wurzeln hat, wenn D und 4 positiv sind, aber zwei 
Paare conjugirt imaginärer, in den sonst möglichen Fällen. Die Anzahl der 
unabhängigen Einheiten in der Theorie der complexen ganzen Zahlen aus S 
wird also, je nach diesen beiden Fällen, gleich 3 oder gleich 1 sein. Nun 
geht aber jede ganze complexe Zahl aus y'D und \'J, wie leicht zu zeigen, 
durch Multiplication mit 2(D-J) in eine ganze complexe Zahl aus d Ober, 
und jede complexe Einheit aus y'D und yfJ, wenn sio zu einer passenden 
positiven Potenz erhoben wird, in eine complexe Einheit aus d. Daraus folgt, 
dass die Anzahl der unabhängigen Einheiten aus y ! D und y'J der Anzahl der 
unabhängigen Einheiten aus (T gleich sein muss, sie wird also ebenfalls, je 
nach den unterschiedenen Fällen, gleich 3 oder gleich 1 sein. 

3. Bezeichnet man mit 

P=T+UyUj, P' = r+U' } D, P" = T"-\-V"y1 

die Fundamentaleinheiten für die complexen Zahlen aus y'DJ, \D, y'J resp., 
mit /•'. , 2?.,, E, aber beliebige vier conjugirte Einheiten unserer Theorie, 
und bemerkt, dass die Producte E^E,, E t .E } , E,.E 4 resp. complexe Einheiten 
aus y'D, y'J, y'DJ sind, so kann man 

E l .E, = ±P m , E l .E i = ±P' m ', +/"'-" 

setzen, worin m, m', m" ganze Zahlen bedeuten, folglich ihr Product E\ gleich 
P 1 "'. P" m ". Daraus folgt, dass das Quadrat jeder complexen Einheit, durch 
ein Product aus ganzen Potenzen von P, P ', P" dargestellt werden kann. 

Sind nun D und J negativ, so ist P 1 = P" =\\ wenn also E die 
Fundamentaleinheit für diesen Fall bezeichnet, so muss logE = 2~ k .logP sein, 
während k eine der Zahlen 0, 1 bedeutet. Wenn ferner E', E" die Funda- 
menlaleinheiten bezeichnen, entsprechend den beiden Fällen D >0, J<0 
und Z><0, ^>0, so ergiebt sich ebenso logE^-MogF logE"=2- k .logP". 
Es ist in jedem Falle leicht anzugeben, welcher der beiden Werthe 0, 1 dem 
k zukommt ; z. B. wird man für den ersten der unterschiedenen Fälle k — 2 
zu setzen haben, wenn eine der beiden Gleichungen x 1 — DJu 7 = — 1 oder 
{Dy 1 — Js 3 ) 7 = 1 Lösungen gestattet; im entgegengesetzten Falle k — \. 

Sind endlich beide Grössen D, J positiv, so spielen die drei Ein- 
heilen P, F, F die Rolle von unabhängigen Einheiten; bezeichnet man die 
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Fundamentaleinheiten mit E, E 1 , E", so ergiebt sich mit Hälfe der obigen 
Bemerkung die Gleichung 

2±logE l AogE i AogEJ = 2~ l . 2 +log P t . log F,. log P 3 , 

worin X einen bestimmten der vier Werthe 0, 1, 2, 3 bedeutet. 

Was nun die Anzahl der nicht äquivalenten ( lassen betrifft, so wird 
dieselbe' gefunden, indem man den Grenzwerlh der Summe <S = p.-S* ^ * t+f , 
auf alle verschiedenen complexen Zahlen bezogen, deren Normen positiv und 
zu 2DJ relativ prim sind, für p = 0 nach zwei verschiedenen Methoden be- 
stimmt. Ordnet man zuerst die sämmtlichen Z nach Classen, und nennt deren 
Anzahl H, so findet man in dem Falle, wo D, J negativ sind: 

lim«? - + V(2Dd).n' \ozP „ 

wo v = 2 oder = 1 zu setzen ist, jenachdem eine der Grössen D, 1 gleich 
— 1 ist oder nicht. Die Function y(2DJ) bedeutet die Anzahl derjenigen 
Systeme x, y, s, u unterhalb 2DJ, für welche der Ausdruck x t —Dy 1 —Jt 7 -\-DJu 1 
relative Primzahl gegen 2DJ wird. Wfire D > 0, J <C 0 oder umgekehrt, 
so würden einfach log/*' und logP" an die Stelle von logP treten. Wenn 
dagegen D, J beide positiv sind, so erhalt man 

oder, indem man die Determinante reducirt: 

lim* - + 2i+<D\J> H 

Wenn man aber zweitens dieselbe Summe so ordnet, dass man stets 
diejenigen Zahlen Z zusammennimmt, welche eine gleiche Norm haben, so 
erhält man für lim S folgende andere Ausdrücke: 

Für negative D und J: 

Hierin bedeuten 1(0), h{J), h(DJ) die Anzahl der nicht äquivalenten Classen 
für die complexen Zahlen aus \'D, yJ, \DJ resp. , und das Product in Bezug 
auf k erstreckt sich über alle nicht in D enthaltenen ungeraden Primfactoren 
des J. das Product in Bezug auf q über alle nicht in J enthaltenen ungeraden 
Primfactoren des D. In den Fallen Z)>0, J<0 und Z)<0, J>0 treten 
wieder nur log/*, log/*" resp. an die Stelle von log/*. Sind dagegen D und 



I 

J positiv, so findet man 

Um aas diesen Doppelwerlhen von limS das Schlussresultat, den Aus- 
druck für H, zu entwickeln, muss man uoch den Werth der Function ip(2DJ) 
bestimmen. Beschranken wir uns auf den Fall, in welchem D und J aus 
lauter verschiedenen ungeraden Primfactoren bestehen und keinen derselben 
gemeinschaftlich haben, so findet man: 

yVDJ) = 8D\J\<f(2DJ)M(l-(%)±).n(i-(j)±.y 

Daraus schliesst man dann endlich folgende beide Gleichungen: 
Wenn D und J beide positiv sind: 

H = 2~ l .h(D).h(J).h(DJ), 

sonst: 

H = 2 > ~ , .h(D).h(J).h(DJ). 

Z. B. ergiebt sich aus der zweiten dieser beiden Formeln, indem man J=-i setzt, 

H = 2 t - , .A(D).A(-0), 

worin man*=2oder = l zu setzen hat, jenachdem die Gleichung x l -Dy 2 = -l 
Lösungen gestattet oder nicht — dieselbe Gleichung, welche in diesem Journal 
Band 24, pag. 370 Dirichlet bereits gegeben hat. 
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Ueber die Functionen > und Zt, welche der Gleichung 

4 ^l7 1} = IT+pZ 1 Genüge leisten, wo p eine 
Primzahl der Form 4&±1 ist. 

(Von FTerrn »oh Staudt in Erlangen.) 



ie Untersuch untren . welche Legendre bereits im Jahre 1830 Ober 



obige Gleichung angestellt hat, sind dem Verfasser dieser Abhandlung erst 
vor Kurzem bekannt geworden, haben ihn jedoch von deren Veröffentlichung 
nicht abhalten können, da in derselben immer noch einiges Neue enthalten 
ist. Dahin gehören namentlich der Nachweis des Zusammenhangs, welchen 
die Coefficientcn der Functionen Y, Z mit den durch f m , (p m , y m bezeichneten 
Zahlen haben, dann die Aufstellung allgemeiner Formeln für jene Coefficienten 
und endlich der aus diesen Formeln abgeleitete einfache Beweis des Satzes, 
welcher in der Theorie der quadratischen Reste als Fundamentalsatz be- 
trachtet wird. 

1. Wenn a eine durch p nicht theilbare Zahl ist, so soll unter 



(— )i wie gewöhnlich, die positive oder negative Einheit verstanden werden, 

je nachdem a quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest der Primzahl p 
ist. Ist nun auch 6 eine durch p nicht theilbare Zahl, so ist bekanntlich 



2. Zwischen 0 und p liegen q = \(p — 1) quadratische Reste 

«II «11 «31 • • • «f 

und eben so viele quadratische Nichtreste 



der Zahl p. Ist nun A eine durch p nicht theilbare Zahl und zwar quadra- 
tischer Rest, so kann man überall, wo jede von zwei congruenten Zahlen 
die Stelle der andern vertreten kann, statt des Systems A(a) von Zahlen, 
welches nfimlich aus den Producten Act,, Aa,, Aa,, ... Aa ( besteht, das System 
(et) und eben so statt des Systems h(ß) das System (ß) setzen, während, 
wenn A quadratischer Nichtrest ist, (ß) für A(a) und (o) für h(ß) gesetzt 
werden kann. So wie hier, so hat man auch in der Folge, wenn nicht aus- 
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drücklich ein anderer Modulus genannt wird, die Primzahl p als Modulus zu 
betrachten. 

3. Wenn p>3 ist und also wenigstens ein quadratischer Rest k 
zwischen 1 und /; liegt, so ist sowohl die Summe der Zahlen (a) als auch 
die Summe der Zahlen (ß) der Null congruont. Wird nämlich irgend eine 
dieser Summen durch * bezeichnet, so ist hs = *, woraus der Salz folgt. 

4. Bezeichne! man das Producl aus den Zahlen (a) durch P a , das 
Prodnd aus den Zahlen {(i) aber durch P fi , so ist 

Zu jedem zwischen 1 und p—i liegenden Factor x sowohl des einen als 
auch des anderen Products giebt es einen zwischen denselben Grenzen lie- 
genden Factor y desselben Products, so dass xy ~ 1 ist. Setzt man für je 
zwei solche Factoren die Einheil, so folgt, dass entweder P ß ~\ = — P a 
oder P, =H 1 = —Pp ist, je nachdem nämlich die Zahl p-1 unter den Zahlen 
(a) oder unter den Zahlen (/*) sich befindet. Aus dem Satze geht noch hervor, 
dass = — 1 ist. 

5. Ist A irgend eine durch p nicht (heilbare Zahl, so ist 

*• - (|> 

Das Producl /,•' /',.. aus den Zahlen h(a) ist nämlich dem Producte P„ oder 
dem Producte /', congruent, je nachdem A quadratischer Rest oder quadra- 
tischer Nichtresl ist. Im erstem dieser Fälle ist also h 1 = 1, im letztem aber, 
da P(>~-P a ist, A'--i-t. 

Namentlich ist (^~~) = (— 1)' und mithin —1 quadratischer Rest oder 
quadratischer Nichtresl der Zahl p, je nachdem q eine pare oder eine un- 
pare Zahl ist, oder je nachdem p die Form 4A+1 oder 4k— l hat. 

6. Versteht man unter q m den Ausdruck tf(?-l)(?-2)-(g-"» + 0 ? 
so giebt es q m .q„ Summen, deren jede aus m Zahlen des Systems (o) und 
n Zahlen des Systems (ß) besteht. Bezeichnet man ferner die Anzahl der- 
jenigen dieser Summen, welche der Zahl a congruent sind, durch (m,n,a), 
so ist 

(m,»,0) + (»n, », 1) + («,», 2) + etc.... + (m,n,p-l) = q m .q.. 

Ks wird hier vorausgesetzt, dass keine der beiden Zahlen m, n negativ und 
höchsten» eine derselben Null sei, in welchem Falle 1 für g u zu seteen ist. 



Digitized by Google 



von Staudt, *ttr Krcittheihng. 



207 



Von den q m Summen, deren jede aus m Zahlen des Systems («) besteht, sind 
(m, 0, a), von den q. Summen aber, deren jede aus n Zahlen des Systems 
(ß) besteht, (0, n, a) der Zahl a congruent. Ist irgend eine der Zahlen m, 
n grösser als q, so ist, was auch a für eine Zahl sein mag, (m, n,a) = 0 und 
eben so q m .q. = 0. 

7. Schreibt man statt (m, », o), im Falle « ee 0 ist , nur f{m, n) , so 
hat man die Gleichung: 

/>> ») = A», "»)• 

Nach der eingeführten Bezeichnung giebt es nämlich f tu. n) der Null con- 
gruente Summen, deren jede aus m Zahlen des Systems (er) und n Zahlen 
des Systems (ß) besteht. Multiplicirt man nun alle diese Summen mit einem 
nnd demselben quadratischen Nichlreste A und setzt dann stall der Summanden 
Act,, A«,, Ao,, ... die ihnen congruenten Zahlen des Systems (ß) und statt 
der Summanden hß„ A/?,, A/?,, ... die ihnen congruenten Zahlen des Systems 
(er), so hat man f{m,n) der Null congruenle Summen, deren jede aus n 
Zahlen des Systems (o) und tn Zahlen des Systems (ß) besteht, woraus der 
Satz folgt. 

8. Wenn a, b zwei durch p nicht theilbare Zahlen sind, so ist ent- 
weder (m, n, a) = (w, », b) oder (m, n, a) = (», m, 6) , je nachdem nämlich 

(f)-(f) -"(*)- -(£)«* 

Es sei 6 5 Ao. Da es nun (m, », a) der Zahl a congruenle Summen 
giebt, deren jede aus m Zahlen des Systems (et) nnd n Zahlen des Systems 
(ß) besteht, so giebt es auch (m, n, a) der Zahl b congruente Summen, deren 
jede aus m Zahlen des Systems A(o) nnd n Zahlen des Systems h(ß) besteht. 
Setzt man für jeden Summanden seinen kleinsten positiven Rest, so erhalt man 
(m,n,a) der Zahl b congruente Summen, deren jede, wenn A quadratischer 
Rest ist, aus m Zahlen des Systems («) und n Zahlen des Systems (/?), im 
entgegengesetzten Falle aber aus n Zahlen des Systems («) nnd m Zahlen des 
Systems (/?) besteht, woraus der Satz folgt 

9. Schreibt man <p(m,n) statt («,*,!), so ist nach dem Vorigen, 
wenn a eine durch p nicht theilbare Zalil bezeichnet, (m, n, a) — <p(m, n) oder 
= tp (n, m), je nachdem a quadratischer Rest oder quadratischer Niehl res! der 
Zahl p ist. Die in 6. aufgestellte Gleichung aber geht nun in folgende über: 

f{m,n)+q<p (m, n)±gg> (», m) = g m .q m . 
Für/» = 7 wird Al,2)»0, p(l,3)«l s y(2,l)*=2. 

27 • 
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10. Setzt man im Vorigen n = m, so ergiebt sich die Gleichung: 

f(m,m) + 2q<p(m,m) = q m .q m . 

Namentlich ist also 

fli, i)+8 ff y(i, \) = q\ 

11. h\ x eine Zahl des Systems (a), so ist p — x eine Zahl des 
Systems (o) oder des Systems (ß\ je nachdem ^ eine pare oder eine unpare 
Zahl ist. Im erstem dieser Fälle ist f(2, 0) = \q, fll,l) = 0, folglich 
y (l,l) = 4 9 = ^(p— t) und mithin l-4f(i,l)+4y(l,l) =/>, wahrend im letz- 
lern Falle /(2,0) = 0, f{\,\) = q, folglich y(l,l) = i(f-l) = i(/>-3) und 
mithin 1-4/^(1, l) + 4y(l,l) = -p ist. 

12. Schreibt man statt f(m, 0), </>„ statt y(m,0) und y„ statt 
<^(0, m), so folgt aus 9., wenn man daselbst » = 0 setzt 

f m + q(p m +q<J>„ = 

Unter den ^„ Summen, deren jede aus m Zahlen des Systems (a) besteht, 
sind f m der Null, q> m der Einheit und yt m — (0, m, 1) = (oi, 0, A) einem und 
demselben quadratischen Nichtreste h congruent. Ist p = 13 , so ist /i = 3, 
y, = l, y/,= 1. 

13. Setzt man 

2f m -<f.-H>. = (-l)-C., 
-y.+V- - MfJLi 

so wird 

+ = 2(-l)-(/:-y.), 

woraus man scbliessen kann, dass C„, D m entweder zwei pare oder zwei un- 
pare Zahlen sind. Verbindet man die obigen Gleichungen mit der in der 
vorigen Nummer enthaltenen, so findet man 

= 2 9 .-(-l)-C, 
2p<p m = 2q m ~{-\YC m - P {-\YD m , 
2pV- = 2q m -(-\)-C m +p{-\YD m . 
Aus diesen Gleichungen geht hervor, dass (— \) m C m = 2q m ist. 

14. Da f, = 0, y, m 1, V! = 0, so ist C, = />, = !• Ist p = 3 und 
also 9=1, so ist auch = 0, q> q = 1, y f = 0 und C f = J5, = 1. Wenn aber 
p > 3 und also die Summe der Zahlen (a) der Null congruent ist, so ist 
f t mm i, y f = y/ f = 0, mithin C f = 2 (-1)' und Z), = 0. 
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15. Wenn m zwischen 0 und q liegt und n = q—m ist, so ist f m =f m 
und überdies 

entweder (p m — y. und v» ~ V« 

oder cp m = i/>, und y„ = y,, 
je nBchdem nämlich ? eine pare oder unpare Zahl ist. Wenn nfimlich eine Summe, 
welche aus m Zahlen des Systems (a) besteht, der Zahl a congruent ist, so 
ist die Summe der » übrigen Zahlen desselben Systems = —a, woraus man 
schliessen kann, dass (m, 0, a) = (», 0, — a) und eben so (0, m, a) = (0, », —a) 
ist. Setzt man o = 0, so folgt, dass /'. = /'. ist. Setzt man a=l, so erhält 
man die Gleichungen: 

v . = (», 0, -1), v- = (o,»,-i). 

Nun ist nach 9., wenn —1 quadratischer Rest der Zahl p ist, («,0,— 1) = («, 0, 1 
= y. und (0,«, — 1) = (0,»,1) = V«» * m entgegengesetzten Falle aber (*,0,— 1) 
= (0, », 1) = ip, und (0, m, — 1) = (», 0, 1) == <p m , woraus der Satz sich ergiebt. 

Aus dem obigen Salze und aus 13. folgt noch, dass (— 1)*C.=(— 1)"C. 
und (-l)-P. = (-1 )"+«./). ist. Multiplicirt man auf beiden Seiten mit (-1)-, 
so ergeben sich die Gleichungen: 

C. = (-1)'C„ D m = D.. 

16. Bezeichnet w eine imaginäre Wurzel der Gleichung x'-l=0, 

so ist 

l + (0 + u>' + u> s +elc.... + 0J^- , = 0. 

Sind ferner m, n irgend zwei Zahlen, so ist, wenn m = n ist, u>" = u>*. Ist 
aber m—n durch p nicht theilbar, so sind tu", to" zwei verschiedene Wurzeln 
der Gleichung x v -\ = 0 und daher die Glieder der obigen Summe die p 
Wurzeln derselben. Setzt man also 

(jf— W>)(x-(o"*)...(x-w't) = V, 

(ar-a>A)(a?-a^«)...(x-o/t) = V, 

so ist 



17. Bezeichnet man die Summe der Potenzen to% co e «, ... a>"i durch 
4i, die Summe der Producte aus je zweien derselben durch A t , die Summe 
der Producte aus je dreien durch A s u. s. w. und eben so die Summe der 
Potenzen u/\ o/', . . . oft durch J?„ die Summe der Producte aus je zweien 
derselben durch die Summe der Producte aus je dreien durch Ä, u.s. w., 
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so ist 

U = x*-A l x'- , +A 7 x*- t -elc....±A 1 , 
V = x*-B l x<- , +B 7 x'- , -e\c....±B 1 . 

18. Wenn man die Summe A m mit der Summe B. multiplicirt , so 
erhält man eine Summe von q m .q n Polenzen und zwar jede Potenz von w, deren 
Exponent von m Zahlen des Systems (o) und n Zahlen des Systems (ß) die 
Summe ist. Fasst man nun solche Potenzen, welche, weil ihre Exponenten 
congroent, einander gleich sind, zusammen, so folgt: 

A m .B, - f(m,n) + (m, », 1) co + (m,«, 2) to 1 + etc.... + (m,n,p-i )io'~ l . 

Da aber, wenn « eine Zahl des Systems («) und ß eine Zahl des Systems 
{ß) bezeichnet, (m, n, a) = <p (m, n) und (m, n, ß) = q> (», m) ist, so geht die 
obige Gleichung in nachstehende Aber: 

A m B, = /•(«», n) + (f (m, n) A , + <p («, m) B, . 

19. Nach 16. ist A { + B t = — 1. Setzt man also — A t ~\-B, = y, so 
wird 2^4, = — 1~(>, 2#, = — 1-fp und mithin p 1 = 1—4.4, Nun ist nach 
dem vorigen Satze, wenn daselbst m = n = l gesetzt wird, AxBi—f^i)— y(l,l), 
woraus hervorgeht, dass p 1 = 1—4^(1, 1) + 4(/>(l, 1) = ±p ist, wo das obere 
oder untere Zeichen gilt, je nachdem (11.) die Primzahl p die Form 4A-fl 
oder 4*-1 hat. 

20. Setzt man in der vorletzten Nummer n = 0 und also 1 statt B„ 
so erhöh man die Gleichung: 

Multiplicirt man auf beiden Seiten mit 2 und setzt alsdann -1-p statt 2A t 
und -1+p statt 2£,, so folgt 

2A m = 2f m -<p m -y m + {y m -< f > a ) 9 . 
Wenn man endlich auch noch mit (-1)" multiplicirt, so erhalt man 

2{-\)'A m = C m + D mQ . 
Eben so findet man, wenn man in 18. zuerst m mit n vertauscht und dann 
* = 0 setzt: 

2B m - f.+y.At+ip.Bt, . 
2(-i)-B m = C m -D mQ . 

21. Setzt man 

2x»+C 1 x«- , + C a x*- 1, +etc.... + C )| = Y, 
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so wird nach 17. and 20. 

2U = y+ e z, 

2F = Y-(fZ } 

mithin 

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem p die Form 4/r+l oder 
4&— 1 hat. Seist man p = 3, so folgt 

4( £~° - (2s+l) 5 +3. 

Ist aber /> > 3, so ist nach 14. und 15. 

C, = 2(-l)% ß, = 0 
und, wenn m zwischen 0 und q liegt, 

(^, = (-1 )'.£., D lt _ m) = D m . 

22. Da es sehr mühsam ist, für grosse Werlhe von m und p die 
Werthe von f m , (f m und y„ zu finden, um dann aus ihnen die Werthe von 
C m und D m zu berechnen, so ist ein Verfahren wünschenswerth, durch welches 
die letztern unmittelbar gefunden werden. Auf ein solches Verfahren führt 
aber nachstehender Satz: 

Bezeichnet man die Summe der q Unbestimmten ui M tu,, tuj, . . . <u ( 
durch 1,. die Summe der Producte aus je zweien derselben durch A % , die 
Summe der Producte aus je dreien durch A 3 u. s. w. und die Summe der 
Potenzen tof, «j, - • • ">J durch S h , so ist 

A m = (-1; v___._^. 

a + 26 + 3c+etc. ^= m, 

woraus zugleich hervorgeht, dass A m durch die Summen S„ S n Sj, ... S. 
bestimmt ist. 

23. Setzt man im Vorigen statt der Unbestimmten tu,, tu,, ... tu f die 
Potenzen tu" 1 , tu% . . . tu"i der Imaginären tu, so wird S h , im Falle h durch 
p theilbar ist, —q, im entgegengesetzten Falle aber =^4, = |(— 1— p) oder 
= /?,=: i(— l+c), je nachdem =1 oder =—1 ist. Da nun A m für 
alle Werthe von m, welche Z>q sind, Null wird, also für solche Werthe 
nicht erst zu berechnen ist, so kann man annehmen, dass m<Zp sei. In 
diesem Falle ist aber, wenn S A in A m vorkommt, auch k<Zp und mithin 
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—S h = ^(1+(>A A ), wo der Einfachheit wegen k h für (y) geschrieben ist. 

Die in der vorigen Nummer aufgestellte Gleichung geht hiernach, wenn auf 
beiden Seiten noch mit 2(— 1)" mulliplicirt wird, in nachstehende Aber: 

t m + V mQ - 22—^ ^ 

o + 26 + 3c4-etc. = m. 

Der Ausdruck rechter Hand kann, wenn man ihn zuerst nach Potenzen von 
p entwickelt and alsdann, weil (>' = (— ist, (— statt p u und 
(-iY'.p'V statt p'- + ' setzt, in die Form P+Pe gebracht werden, wo P, Q 
von p frei sind. Weil aber q entweder irrational oder imaginär ist, so hat 
man die beiden Gleichungen: 

C m = P, D m = Q. 

24. Setzt man im Vorigen m — 1 und dann noch m = 2 , so erhalt 
man dio Gleichungen 

Aus der erstem folgt, dass C, = D, = 1 ist; aus der letztern folgt: 

Ist nun p = 4A+l, so istp' = l±4A, Cj=l+A. Da endlich C,, D 2 nach 13. 
entweder zwei unpare oder zwei pare Zahlen sind, so ist A, = 1 und D t = i 
oder 1, =» — 1 und !>, = (), je nachdem k eine pare oder unpare Zahl ist. 
Die Zahl 2 ist also quadratischer Rest oder quadratischer Nichlrest der Prim- 
zahl p, je nachdem diese die Form 8»±1 oder die Form 8»±3 hat. 

25. Ist m = 2»+l eine unpare Primzahl, so kann, wie man sich 
leicht Oberzeugt, C m in die Form +— +G, D m aber in die Form 

— — r^—r — I \-H gebracht werden, wo G, H Brüche sind, deren Nenner 

den Factor m nicht enthalten. Da nun C m , D m ganze Zahlen sind, so muss 
sowohl 1)12— ', als anch (— iy.p' + fa— l)12"~'.i., mithin auch, 

wenn man die erstere Summe mit (y) = <L mulliplicirt und sie alsdann von 

der letztern abzieht, durch m theilbar sein. Da endlich, wie 

aus 5. hervorgeht, wenn man daselbst m statt p und p statt k setzt, anch 
durch m theilbar ist, so ist auch M )"•(-£-)- (y) durch n theilbar, 
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woraus man schliessen kann, dass (-^-) = (— l)"*.(-£-^ milbin, wenn man auf 

beiden Seiten noch mit (■£•) mulliplicirt, (y )(-£•) = M) M ist. 

26. Setzt man in der in 23. aufgestellten Gleichung m = 3, so folgt, 
wenn p > 3 ist, 

woraus sich die beiden Gleichungen ergeben: 




9 + 6l t + *K±P 
24 ^ 4 ^ 3 24 ' 

wo die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nachdem p die Form 44+ 1 

oder die Form 4A-1 hat. Ist also p~8*±l, so ist C, = 543( * ±8w) = 1±3«. 

Ist aber p = 8» + 3, so ist C, = 54 g^ 8 " = 1 + »• 

27. Wird m als gegeben betrachtet, so sind C m , D m ganze Functionen 
von p und zwar ist, wenn m eine pare Zahl ist, die erstere vom Grade \m, 
die letztere aber vom Grade im— 1, während, wenn m eine unpare Zahl ist, 
beide vom Grade \{m— 1) sind. Weil aber die Coefficienten von C m selbst 

wieder von den Einheiten (-^-), (~p~)> ■ • • ( "p ~) abhängen, so ist 

C m nur für alle diejenigen Werthe von p eine und dieselbe Function von p, 
welche, wenn man das Product ans allen Primzahlen, die kleiner als m sind, 
durch P m bezeichnet, nach dem Modulus 4P. congruent sind. Eben so ist, 
wenn man das Product au9 allen Primzahlen, deren keine grösser als m ist, 
durch Q m bezeichnet, D m für alle Werlhe von p, welche nach dem Modulus 
40« congruent sind, eine und dieselbe Function von p. Wenn nämlich die 
Differenz zweier Primzahlen p,, p, sowohl durch 8 als auch durch jeden 
Prim facto r der Zahl h theilbar ist, so ist, wie man sich leicht Oberzeugt, 

(— ) = (— )- Dass (— ) = (— ) ist, geht schon daraus hervor, weil p.-p, 

Pi Pt Pt Pt 

durch 4 theilbar ist, mithin die Zahlen p,, p, entweder beide die Form 4Ä+1 

oder beide die Form 4k— i haben. 

Ist m = 3, so ist 4Q m = 24, daher man bei der Bestimmung von D s zu 

unterscheiden hat, welcher von 8 zwischen —12 und +12 liegenden Zahlen 

±1, ±5, +7, +11 die Primzahl p nach dem Modulus 24 congruent ist. Ist 
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p = 24,-7, !0 Ist (=L)- t, (}) = i, (})— 1, folglich ft.tfc^tl 



- = n. 



28. Wenn die Summe zweier Primzahlen p,, p, sowohl durch 8 als 
auch durch jeden Primfactor der positiven Zahl A theilbar ist, so ist (— ) = 

(i), wiM (=!)— (=1) bt 

Hat nämlich p, die Form 8n + l, so hat p 3 die Form 8n+l. Hat aber 
p t die Form 8« + 3, so hat p } die Form 8»+ 3, daher in jedem Falle 

(1)=(A) ist. Ist A eine unpare Primzahl, so ist (^-) = (£) oder (£) 
= — (y), je nachdem A die Form 4A+1 oder 4k— 1 hat. Da nun im er- 
stem Falle auch ( ^ L )(~) — (x)(p")' ' m ' elz,ern ^ a ^ e a * )er ' we ^ d' e e ' ne 
von den Zahlen p,, p, die Form 4A+1 und die andere die F'orm 4A— 1 hat, 

(*)(£)— (*X£) *> " ist h J« dem F>lle £)-(£)• D> hier - 

nach der Satz gilt, wenn A eine Primzahl ist, durch welche p t +p } getbeilt 
werden kann, so gilt er auch nach 1., wenn A ein Product aus solchen Prim- 
zahlen ist. 

29. Bei der Bestimmung von C m , bat mau zu unterscheiden, welcher 
von den zwischen —2P m und • 2P m liegenden Zahlen, deren keine mit P m 
einen gemeinschaftlichen Theiler hat, die Primzahl p nach dem Modulus 4P m 
congruent ist. Wenn nun r eine jeuer Zahlen ist und für p — 4nP m + r 

C. = F(p) = F(r+4«/\,) = *(«.) 

ist, so ist für p = 4mP m — r 

C m = F(-p) - F(r-4mP m ) = *(-•). 

Nach dem vorigen Satze hat nämlich, was auch A für eine zwischen 

0 und m liegende Zahl sein mag, (~) in beiden Fällen einen und denselben 

Werth. Bemerkt man nun noch, dass in dem einen von den beiden Fällen 
p die Form 4A+1 hat und also =p ist, während im andern p die Form 
4A-1 hat und also p 7 = -p ist, so folgt der Satz, Eben so lässt sich nach- 
stehender Satz beweisen: 

Wenn r eine zwischen — 2Q m und +2Q m liegende Zahl ist, welche 
mit Q m keinen gemeinschaftlichen Theiler hat und für p=4*Q m + r 
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D m = Fip) = *(«) 
ist, so ist für p = 4*Q m -r 

Drss r zwischen den angegebenen Grenzen liege, ist für die obigen Sätze 
keine noth wendige Bedingung, sondern wurde nur deshalb angenommen, weil 
die Betrachtung dieser Fälle schon hinreichend ist. 

30. Da p, = ß 4 = P 4 = /» 5 = 6 ist, so hat man bei den Bestimmungen 
von Dj, Z) 4 , C 4 , C 5 nur zu unterscheiden, welche von den 8 Formen 24»±1, 
24» ±5, 24» + 7, 24»+ 1t die Primzahl p hat. Die Fälle, in welchen die 
obern Zeichen gelten, und also p die Form 4*+l hat, finden sich in nach- 
stehender Tafel. Setzt man in dieser statt 24» +r, es mag r positiv oder 
negativ sein, 24»— r und zugleich in den unter D«, C«, C, stehenden 
Functionen —» statt n, so erhält man die den vier übrigen F Alien ent- 
sprechende Tafel. 



p 










24»+ 1 


»+1 


2»+l 


3«' + ll» + l 




24» + 5 


n 


— » 


3» I -2» 


- {»'+ f»+i 


24» -7 


n 


2» 


3«'+» 




24»-11 


n 


- »+1 


3»' + 2»-l 


- |»'+y«-2 



31. Da = /> 7 = 30 ist, zwischen -60 und +60 aber 

32 Zahlen liegen, deren keine mit 30 einen gemeinschaftlichen Theiler hat, 
so hat man bei den Bestimmungen von D . n . C», C, 32 Fälle zu unter- 
scheiden. Nachstehende Tafel beschrankt sich auf die Functionen Z) 4 , Z) 6 , 
C 6 und enthält nur vier Fälle. Wie sich aber die Tafel für die erwähnten 
Functionen leicht vervollständigen lasse, ist weiter unten angegeben. 



p 


■>■ 


»• 


c t 


120»+ 1 
120»-7 


-^-n'+^Ä+l 

15 , 7 
2 ' 2 n 


45 2 . 


75» s +-^»'+^«+l 
75»' + -^!- »'+-!-" 


120»-11 


15 , H 
2 n + 2 » 


-15« , +4» 


75» J + 5.29« , -9» 


120»-(-29 


15 i i 
-ö-» + 1» 


-15« J -«+l 


75* , + 5.4»'+ll»-f-3 
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Ist nun für p = 120« + r 

Z> s = *(»), J», -*,(•), 
so isl (29.) für p =-- 120*-r 

D 5 = *(-•), A> = *,(-«), ^ = *,(-«). 
Wenn ferner Sijjp = « eine ganze Zahl ist und Qf)-(^) = 2 * & esel * 1 
wird, so ist für p = 120»i+r, 

»»«♦(■+-f)+tt' ß. -*»(•+ x)+t« a,=* 1 (-+|)±<24 Ä+ ^), 

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem r, oder — r, 
die Form 4*+l hat. Man überzeugt sich von der Richtigkeit dieser Glei- 
chungen, wenn man D 4 , D 6 , C 6 zuerst als Functionen von p darstellt und 

dann bemerkt, dass (^j^-), (— ), (— ) dieselben Werthe haben, es mag 

/> = 120ii + r oder = 120i»+r, gesetzt werden. 

Sucht man die Functionen />», Z> 6 , C 0 für ^ = 120« + 31, so hat man 
r, = 31, für r aber diejenige von den Zahlen ±1, +7, TU» +29, welche 
nach dem Modulus 24 der Zahl 31 congruent ist, nfimlich die Zahl 7 zu 
setzen. Da alsdann « = 1 und ö*=l wird und da für p=120i»+7 

ist, so ist für p = 120* + 31 

C. - -75(.+ 4-)+i^( B +|y--|-( B +4)-(24 Ä + 4L) 

= _75,» J +-^.,.'+-£*-3. 

32. Nach 13. kann man, wenn C., Z>„ bekannt sind, auch f m , <p m 
und u>. finden. 

Ist p = 8* + l, so ist y, = «-l, •//, = «. 
Ist p = 8« + 4±l, so ist y, = y», = w . 

33. Wenn a, »+1 zwei auf einander folgende Glieder der Reihe 

1, 2, 3, . . . (jp-i) 
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sind and (— ) = (~— ) ist, 80 soll gesagt werden, dass die Zahlen a, a+1 
eine Folge 1 oder II. Art bilden, je nachdem beide quadratische Reste oder 
quadratische Nichtreste der Zahl p sind. Ist aber (-^-) = — (-y-)i 80 »°H 
*, * + l ein Wechsel I. oder II. Art heissen, je nachdem die kleinere oder 
die grössere von den beiden Zahlen quadratischer Rest ist. Wenn man nun 
die Anzahl aller Folgen I. Art durch (Ä, R) , die Anzahl aller Wechsel I. 
Art durch (Ä,A), die Anzahl aller Wechsel II. Art durch (A,Ä) und die 
Anzahl aller Folgen II. Art durch (A, A) bezeichnet und p = 4k±i setzt, so 
ist (Ä, R) = (Ä, A) = *, hingegen (AT, R) = (A, N) = k oder = je 
nachdem p = 4Är+l oder = 4A— 1 ist. 

Da nfimlich die obige Reihe mit einem quadratischen Reste anfangt, so 
ist (Ä,R)+(A,Ä) = *(p-3), wahrend (R, A) + (A, A) = i(p-l) ist. Da 
ferner nach 11. die Gleichung x+y^p+l, in welcher x eine Zahl des Systems 
(et), y aber eine Zahl des Systems (ß) sein soll, i(p-i) oder|(p-3) Auf- 
lösungen zulasst, je nachdem p = 4A-fl oder =4k— 1 ist, und da im erstem 
Falle p-y, x ein Wechsel II. Art und p— x, y ein Wechsel I. Art, im 
letztem Falle aber p—y,x eine Folge I. Art und p—x,y eine Folge II. Art 
ist» so ist im erstem Falle (A, R) = («, N) = folglich (R,R) = 

*fj»-3)- i(p-i) = i(p-5) und (A, A) = i(p-l) -i(p-l) = i(f -1), im 
letztem aber (R, R) = (A, A) = — 3), folgÜch ( A, Ä) = J (/»— 3) — ± (/>— 3) 

= i(f-3) «od (Ä, N) - i(/>-l)-i(P~ 3 ) = woraus der Satz sich 
ergiebt *). 

*) Leider habe ich die traurige Pflicht, den Lesern dieses Journals gleichzeitig 
mit dieser Abhandlung die Nachriebt von dem Tode ihres hochverdienten Verfasser», 
dem die« Journal manchen werthvollen Beitrag verdankt, mittheilen au müssen. 

Georg Karl Christian ton Staudt, 1798 zu Rothenburg an der Tauber geboren, 
einer der hervorragendsten Mathematiker »us der Gouw'scLen Schule, seit 1836 Prof. 
ord. an der Universität au Erlangen, starb am 1. Juni d. J. , während er mit der 
Durchsicht der Correcturbogen der vorstehenden Abhandlung beschäftigt war. Seit- 
dem er dieselbe vollendet und mir für das mathematische Journal zugesandt hatte, 
beschäftigte er sich mit geometrischen Untersuchungen und verfasate in den letzten 
drei Wochen seines Lebens eine Abhandlung „von den reellen und imaginären Halb- 
meAsern der Curven und Flächen zweiter Ordnung", welche demnächst als besondere 
Schrift bei Korn in Nürnberg erscheinen soll. So hinterlässt der berühmte Verfasser 
der „Geometrie der Lage* in seinen beiden letzten Arbeiten Untersuchungen aus den 
beiden Gebieten, denen er sich während seines Lebens immer mit besonderer Vor- 
liebe gewidmet hatte, der Geometrie und der Theorie der Zahlen. B. 
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Ueber einige allgemeine Eigenschaften der 
Minimumsflachen. 

(Von H*mto E. B. Christoftet in Zürich.) 

1 ) sogenannten Minimumsflächen besitzen eine merkwürdige Eigen- 
schaft, welche ich bei Gelegenheit meiner Abhandlung Ober die Bestimmung 
krummer Oberflächen durch locale Messungen auf denselben (dieses Journal 
Band 64) Herrn Weier$tra»$ mitgetheilt habe. Dieselbe besteht in Folgendem. 

1. Seien S und S" zwei Minimumsflächen, d. h. solche, für weiche 
die Summe der bcidon Hnuptkrümmungen in jedem Punkte = 0 igt. Nachdem 
jede von diesen Flächen in eine beliebige Lage gebracht worden ist, wähle 
man auf ihnen FlächenstOcke T, T so aus, dass 1) auf keinem von beiden 
dieselbe Normalenrichlung zweimal, dagegen 2) jede auf dem einen stattfin- 
Nortnalenrichtung auch auf dem andern vorkommt. 

Betrachtet man unter diesen Voraussetzungen einen Punkt m von T 
als Bild desjenigen Punktes m von T, für welchen die gleiche Normalenrichtung 
staltfindet, so wird T ein in den kleinsten Theilen ähnliches Bild von T. 

Bei diesem Satze ist der Fall nicht ausgeschlossen, dass die Flächen 
S, S' sich nur durch ihre Lage im Baume von einander unterscheiden. Durch 
blosse Drehung einer Minimumsfläche kann man also beliebig viele Abbildungen 
derselben auf sich selbst erhalten. 

2. Der obige Satz bleibt bestehen, wenn eine der Flächen S, & durch 
eine Kugel ersetzt wird. 

Aus diesem zweiten Salze folgt der erste durch Wiederholung. Da 
ausserdem alle Abbildungen einer Kugelflüche auf einer Ebene bekannt sind, 
so sind es auch alle Abbildungen einer Minimumsfläche, wie zuerst von Herrn 
Weingarten gefunden worden ist*). 

Ich habe mich veranlasst gesehen, diesen Gegenstand weiter zu ver- 
folgen, und namentlich zu untersuchen, welche Flächen T überhaupt die Eigen- 
schaft haben, dass sich ihnen eine zweite T zuordnen lösst, welche, ohne zn 
T homothetisch zu sein, ein in den kleinsten Theilen ähnliches Bild von T 
liefert, wenn sie nach obigem Princip auf T bezogen wird. Von dieser Unter- 

*) Verpl. die reichhaltige Abhandlung: Uobcr die Oberflächen, fllr welche einer 
der beiden fianntkrüromungijbalbnieaser eine Function des andern ist. Dieses Journal 
Band 62, pa S . 164, 165. 
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suchung sind selbstverständlich alle diejenigen Flachen T ausgeschlossen, auf 
denen jede überhaupt vorhandene Normalenrichtung eine Linie bestimmt, also 
die auf eine Ebene abwickelbaren Flächen. 

Es hat sich herausgestellt, dass die verlangte Eigenschaft eine Flachen- 
familie begründet, welche sich auch als das System derjenigen Flächen de- 
finiren lässt, die ein ebenes Bild gestatten, in welchem ihre Krümmungslinien 
durch zwei Schaaren zu einander senkrechter Geraden dargestellt werden. 
Es besitzt hiernach jede Fläche, an welcher die zuerst erwähnte Eigenschaft 
nachgewiesen ist, auch die zweite, und umgekehrt. 

Diese Flächenfaroilie ist sehr umfassend; mittelst der Formel B. des 
art. V., welche das Kriterium derselben enthält,- findet man leicht, dass zu 
ihr nicht bloss die Minimumsflnchen im gewöhnlichen Sinne, sondern allgemein 
diejenigen gehören, deren mittlere Krümmung constanl ist, also die Minimums- 
flächen über gegebenem Volumen; ausserdem gehören hierhin alle Flächen 
zweiten Grades, alle Rotationsflächen, u. s. w. 

In dieser Familie entspricht jeder Fläche T eine andere T, und im 
Allgemeinen auch nur eine nebst ihren homothetischen, welche durch T ihrer 
Gestalt und Lage nach bestimmt ist, wenn von Translationen ohne Drehungen 
abgesehen wird, die an der Abbildung nichts ändern. Die einzige Ausnahme 
hiervon bildet die Kugel, für welche die Aufgabe, T zu finden, unbestimmt 
ist, weil sie selbst jeder beliebigen Minimumsfläche entspricht. 

Da die einfachen Hülfsmittel, welche ich bei dieser Untersuchung be- 
nutzt habe, sich auch bei anderen Gelegenheiten als brauchbar erweisen, so 
erlaube ich mir, im Folgenden zu zeigen, wie sich im Anschlüsse an einen 
directen Beweis der obigen Sätze über Minimumsfläcben die übrigen Resultate 
ergeben haben. Jene Sätze selbst habe ich ursprünglich aus dem art. IV. 
meiner oben erwähnten Arbeit erhalten. 

I. 

Wir beginnen unsere Untersuchung mit der Aufstellung der geometrischen 
Bedingungen, welche erforderlich sind, damit zwei Flächen T, T einander 
ähnlich werden, wenn jedem Punkte m von 7' sein Bild tn auf T durch die 
Bedingung gleicher Normalenrichlung zugeordnet wird, in weichem Falle m 
und m entsprechende Punkte heissen sollen. 

Zu dem Zwecke bestimme man nach Gauss (Disqu. gen. circa superf. 
c. I.) eine Richtung im Räume mit Hülfe einer Kugel K vom Halbmesser 1 
durch den Punkt, in welchem ein gleichgerichteter Halbmesser auf der Kugel- 
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fliehe endigt. Sind also A, JV' die Normalen der Flachen T, T' in den Pnnkten 
m, m', so werden diese Punkte einander entsprechen, sobald beide Normalen 
dem nfimlichen Punkte 9i von K entsprechen. Damit ferner zwei von ent- 
sprechenden Punkten m, m ausgehende Linienelemente dt, dt' der Fliehen T, 
7" in entsprechenden Punkten endigen, müssen auch in ihren Endpunkten die 
Normalen dem nämlichen Punkte $ von K entsprechen. Der unendlich kleine 
sphärische Bogen = J giebt dann den Winkel an, um den sich die Normale 
j\ dreht, wenn ihr Fusspunkt von m aus dt beschreibt. 

Wir haben nun zu untersuchen, welche Bedingungen erforderlich sind, 
damit dos Verhältniss der entsprechenden Linienelemente dt, dt von der Lage 
des ihre Endpunkte bestimmenden Punktes unabhängig wird. 

Seien 5JV,, <W, in m beginnende Bogenelemente der beiden Krüm- 
mungslinien von T, p,. p, die ihnen entsprechenden Krümmungshalbmesser der 
Fläche. Ferner sei der Winkel, um den sich q, dreht, wenn sein Fuss- 
punkt BN, durchläuft, ebenso »T, der Winkel, um den sich p, dreht, wenn sein 
Fusspunkt f'.Y. durchläuft, also abgesehen vom Zeichen diV^p,^,, dN 3 = ff 7 d l 
und dt* = + Haben p',, pi, <V,, o\ dieselbe Bedeutung für die Fläche 
T im Punkte m', so wird dt n = p'/dV+pi 1 d? und mithin das zu untersuchende 
Verhältniss 



Daraus ergeben sich die Sätze über die Minimumsflächen sofort. Nimmt 
man nämlich p? = p?, pj = p', d. h. für 7' und T Minimums- oder Kagel- 
flächen, so heben die Drehungswinkel sich weg, indem aus der Betrachtung 
der Kugel K f = J.' + tTJ = folgt 

Ist nun, um zur allgemeinen Untersuchung überzugehen, o das Centrum 
der Kugel K und sind 91,, 9t,, 91',, % diejenigen Punkte des durch ?i als 
Pol bestimmten Aequators, welche den Richtungen cW,, diV,, BN', der 
Krflmmungslinien von T und 7" entsprechen, so folgt, weil der Punkt $ von 
K sowohl dem Endpunkte von dt, als auch dem von es entspricht, dass der 
Uebergang von 9i nach auf folgendo zwei Arten bewirkt werden kann: 

1. indem man zwei unendlich kleine Drehungen um die Axen o9i,, 
o% zusammensetzt, von denen die erste den Winkel d\, die andere den Winkel 
tf, beträgt; 

2. indem man zwei die Winkel <\. <F 2 betragende Drehungen um die 
Axen o9t|, o9f, zusammensetzt. 
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Dies festgestellt, zählen wir auf dem Aequator von aus Längen, 
die nach % t hin wachsen und setzen fest, was offenbar gestattet ist, dass von 
den Punkten 92), % der zweite die grössere Länge hat. Ist alsdann a die 
Länge von 9?i, l die Länge des Meridians 9i^ß, so wird, weil alle Bogen d 
unendlich klein sind, ö*, = ^sinil, o* a = ^cosi, d* t = Js\n(k— «), £j = Jcos(l— a), 
mithin 

Vöi/ pJcosÄ'f pisiiiA* ' 

sobald dt' in entsprechenden Punkten anfangen und endigen. 

Dieser Ausdruck soll nun von der Lage des Punktes % ( . d. h. von l 
unabhängig sein. Mun erkennt ohne Mühe, dass diese Bedingung für jeden 
beliebigen W erth von a, d. h. unabhängig von den Richtungen, in denen die 
Krümmungslinien der Flächen T, V von m, m ausgehen, nur dann erfüllt 
wird, wenn zugleich o'? = o'?, o] = q] ist, was den bereits oben erledigten 
Fall liefert. 

Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so kann das Verhältniss der beiden 
Linienelemente nur noch in dem Falle von / unabhängig sein, wenn a = 0 
oder ein Vielfaches von 90" ist. In allen diesen Fällen wird jedem der beiden 
von in ausgehenden Krümmungslinienelemente eines der beiden von »' aus- 
gehenden parallel; wir schliessen daher keinen Fall aus, wenn wir 

« = 0 

setzen, d. b. fordern, dass ÖNl mit cW n BNi mit dN t gleiche Richtung habe. 
Dann wird 

K-dl) = p;co 8 A'+(,;.ini* • 
und dies wird nur dann von i unabhängig, wenn : q] - q? : g\ , d. h. ent- 
weder oder f"--^- wird. 

Die zweite von diesen beiden Lösungen liefert den allgemeinen Satz: 
Wenn zwei Flächen T und V in der Besiehung tu einander stehen, 
dass in je zwei durch gleiche Normalenrichtung einander entsprechenden Punkten 
m, m' derselben 1) auch die Hauptschnitte beider Flächen einander parallel 
Verden, und 2) wischen den Verhältnissen der Krümmungen paralleler Haupt- 
schnitte die Relation 



jeder Punkt m' als das Bild des entsprechenden Punktes m angesehen wird. 
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In diesem Satze sind die auf die Minimunisflächen bezüglichen ebenfalls 
enthalten. Nimmt man nämlich für T eine Minimumsflache, so folgt aus der 
zweiten Bedingung, das» T eine Kugeliläche sein muss, und diese genOgt offen- 
bar auch der ersten Bedingung. 

Die erste Lösung fahrt auf ganz elementare Resultate, die hauptsäch- 
lich als Vervollständigung des vorigen Satzes aufzufassen sind. In der That 
fordert dieselbe, wie leicht zu sehen ist, und auch aus den folgenden Unter- 
suchungen hervorgebt, nichts anderes, als dass T und 7" nomothetisch sind, 
woraus dann freilich, da die Aebnlichkeit für beliebig grosse perspectivisch 
liegende Theile vorhanden ist, auch die Aehnlichkeit der kleinsten Theile folgt. 

Es ergiebt sich aber hieraus, dass ausser den durch den ersten Satt 
bestimmten Flächenvaaren und ihren nomothetischen keine andern existiren. 
welche die von uns geforderten Eigenschaften besitten. 

II. 

Es wirft sich jetzt die Frage auf, wie und unter welchen Voraus- 
setzungen die Bedingungen des obigen Salzes befriedigt werden können. 

Zu dem Zwecke bemerken wir zunächst, was aus der zweiten Bedin- 
gung folgt, dass in entsprechenden Punkten nolhwendig die eine FlAcbe ge- 
wölbt, die andere sattelförmig gebogen sein muss. Um Aber bestimmte Vor- 
stellungen zu verfugen, wollen wir daher, was auf den schliesslichen Verlauf 
der Untersuchung keinen Einfluss mehr haben wird, festsetzen, es seien <>,, 
0 2 , q\ positiv, <>, dagegen sei negativ. 

Wir bezeichnen nun die rechtwinkligen Coordinaten von m durch x, y, *, 
durch x', y' f i diejenigen von ausserdem die Richlungscosinus der Normale 
der ersten und zweiten Krümmungslinie in tn, also wegen des geforderten 
Parallelismus auch in tn' durch a, f>, c; flj, 6,, 0g\ o,, 63, c.. wobei die Vorzeichen 
der Grössen a, b, c so gewählt sein sollen, dass die durch sie bestimmte 
Richtung der Normale derjenigen entgegengesetzt wird, in welcher von der 
Oberfläche aus die positiven Krümmungshalbmesser aufgetragen werden. 

In Folge des Parallelismus der Krümmungslinien werden auch die 
Drehungswinkel um die zu ihren Tangenten parallelen Axen für beide Flächen 
gleich, also = J„ d% = d t . 

Wir bestimmen nun zunächst die Grössen, um welche die Coordinaten 
von m und m und die Richtungscosinns der Normale in Folge dieser Drehungen 
zunehmen. 
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Dreht man die Normale am eine zur Tangente der zweiten Krflra- 
mungslinie parallele und durch das Krömmungscentrum des ersten Hauptschnitts 
gehende Axe herum, bis der Drehungswinkel J, geworden Ist. so durchläuft 
ihr Fusspunkt auf beiden Flächen die erste Krümmungslinie, und weil p,, q\ 
positiv sind, beide in derselben Richtung. Die zurückgelegten Wege sind 
vN, = p, (T ; , oA'i =(j,'),. mithin die Zunahmen von x und x: 

dx — o t Pi^ji 3x' = fl,piJ 2 , 
i i 

vorausgesetzt, dass man den Drehungswinkel d 2 positiv oder negativ nimmt, 

jenachdem m sich in der Richtung o, 6,c, , oder ihr entgegen bewegt. 

Nach der Lehre von der Krümmung der Flachen ist aber aocb flx=p,öa, 

i i 

dx' = p',da, woraus in beiden Fallen 
i i 

Ott = O.rJ, 

folgt. 

Dreht man die Normale um eine zur Anfangsrichtung der ersten Krüm- 
mungslinie parallele und durch das Krümmungscentrum des zweiten Hauptschnilles 
gohende Axe herum, bis der Drehungswinkel <\ geworden ist, so dnrchliuft 
ihr Fosspunkt auf beiden Flachen die zweite Krümmungslinie, aber in ent- 
gegengesetzten Richtungen. Sind cW 2 , oiV,' die wirklich zurückgelegton Wege, 
so nimmt x um a^JV, zu, x' um 0,diV, ab. Nun ist 8N 7 = 0^1, öJV^-pjO*,, 
alao wachsen x und x' um 

dx = <hQ t d n dx' = a 1 Q J d,, 
1 t 

wieder vorausgesetzt, dass <7, positiv oder negativ genommen wird, jenachdem 
m sich in der Richtung a b : r, oder ihr entgegen bewegt. 
Da ausserdem dx = p, da, dx* = pi da ist, so folgt 

dm = ihd t . 
7 

Daraus ergeben sich für die vollständigen Differentiale die folgenden 
wichtigen Formeln: 

Bx =«,p,ö* J +o,p 1 <>,, dy =6, *,<►,<?,, d* =«,pi^,+c,p,o* 1 , 
da » a,d 7 + db = A,c^+ 6,«*,, 5c = <?,<*,+ c,J„ 

dx'^p^+^p,«*,, ^al,fi^-r*i^i, 0»'»4*'t4+4f»'i, 
von denen die auf die Flüche T allein bezüglichen für jede beliebige Flache 
gelten. Aus den bei ihrer Herleitung unterschiedenen Fallen ergiebt sich 

29» 
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übrigens, dass diese Formeln von den zu Eingange über die Vorzeiohen der 
Krümmungshalbmesser gemachten Voraussetzungen unabhängig, also auf beide 
Falle des vorigen art. anwendbar sind. 

Hl 

Setzt man nun, um die erste Lösung des arl. I. zu befriedigen, (»', = &(>„ 
?i=*p2i so wird dx — kox, vy = kdy, ds' — kdi. Damit diese Gleichungen 
eine Flüche T' bestimmen können, müssen ihre rechten Seiten vollständige 
Differentiale sein. Betrachtet man i als Function von x, y, so folgt aus der 
ersten Gleichung, dass k von y, aus der zweiten, dass es von x unabhängig, 
also constant sein musa. Diese Lösung liefert also, wie schon früher ange- 
wandt worden ist, zu jeder beliebigen Flüche ihre sümmtlicben homolhetischen. 

IV. 

Zur Befriedigung der zweiten Lösung 

setzen wir pi = //p 2 , (.>[ = - H(* t . Dann wird dx'=— Hdx, dx' = Hdx, u. s. w. 

» . i j t 

Nennt man nun diejenige Seile einer Fläche, von welcher ihre Nor- 
malen ausgehen, ihre Vorderseite, so ergiebt sich aus diesen Formeln zunächst, 
dass im vorliegenden Falle die Vorderseite von T auf der Rückseite von 7" 
abgebildet wird, und unigekehrt, vorausgesetzt, dass man unter einer Abbil- 
dung eine im gewöhnlichen Sinne, also nicht verkehrt ähnliche versteht. 

Sodann ergeben sich für die vollständigen Diflercnliale die Gleichungen 

dx' = H(dx - dx), öy' = H(8y - By\ oV = H (Bs - Bs), 

7 t 11 2 1 

von denen zunächst gezeigt werden soll, dass sie aus den Bedingungen un- 
serer Untersuchung nicht bloss folgen, sondern dieselben auch umgekehrt nach 

sich ziehen. 

Sind nämlich a, b, c die Richlungscosinus der Normale von T t so sind 
sie es auch für T, weil aus den vorstehenden Gleichungen 

aex' + bdy' + ccs' = 0 

folgt. 

Da ferner die Krümmungslinienelemente BN, , BNj auf einander senk- 
recht stehen, so folgt Bs' 2 = W(BN? + BJV?) - BW, also ist T ein in den 
kleinsten Theilen ähnliches Bild von T. 
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Auf Grand dieser beiden Folgerungen ergiebt sieb endlich nach art. I. 
nuch der Parallelismus der Krümmungslinien beider Flachen. 

Polglich enthalten die vorstehenden Differentialgleichungen alle für die 
gegenwärtige Aufgabe notwendigen und ausreichenden Bedingungen. 

Selat man g P ^' g - H=Si, so lassen die obigen Gleichungen sich in 
die Form 



bringen Dieselbe «eigl sofort, dass unsere ursprüngliche Aufgabe, die Be- 
dingungen zu ermitteln, damit zu einer gegebenen Flache T eine sie in der 
verlangten Weise abbildende existiro, auf die Herstellung und Deutung der 
Inlegrnbilitätsbedingungen zurückgeführt ist, welohe erforderlich sind und hin- 
reichen, damit die drei vorstehenden Ausdrücke »ugleich vollständige Dif- 
ferentiale werden. 

Es ist indessen zweckmässig, für diese Untersuchung die Differential- 
gleichungen go viel wie möglich in der ursprünglichen einfachsten Form bei- 
zubehalten. 



Wir setzen voraus, dass x, y und * als Functionen zweier von ein- 
ander unabhängiger Variabein «,, u t in der Weise dargestellt sind, dass der 
Gleichung du, — 0 diejenige Schaar Krümmungslinien von T entspricht, wel- 
cher die vorbin als erste bezeichnete angehört, der Gleichung du, = 0 die 
andere Schaar. Bezeichnet man daher die Derivirten von x, y, a nach « t , u» 
durch x i% x ly x a , u. 8. w., so wird 




V. 



dx = x 2 exh , dx = x,du ty u. s. w. 



i i 
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mithin durch Elimination von a 

(1.) *„ = —*—(p- x,-p- *,), 

woau noch zwei ähnliche Gleichungen fflr y und * kommen. Ausserdem ist 

(2.) x.Xj-fy.yj-f *,», = 0. 

Die« vorausgeschickt , nehmen die Differentialgleichungen des vorigen 
art. dt» folgende Form an: 

| dx' = H{x,6ih — x l dn i )^ 

' 8*' = H(«t d«,— «1 . 
Für logff = Z Heferl die erste als Integrabilitätsbedingung 

oder wegen (1.) 

rdz 2 fr, l , rag 2 ör.-i n 

Mit Rücksicht inif (2.) folgt aus dieser und den beiden bierxugehörigen Glei- 
chungen, dass nothwendig 

oZ, = 2 dr, ÖZ, = 2_ ör^ 

du, r, — r t "Su^' ch*7 r t _ ^u, 

sein mws, und umgekehrt sind mit diesen beiden zugleich alle IntegrabiliUls- 
bedingungen erfüllt. 

Damit aber diese beiden Gleichungen mit einander bestehen können, 
ist erforderlich und hinreichend, dass 

sei. Ist diese Bedingung erfüllt, so liefern also die vorstehenden Ausdrücke 
filr dZ ein vollständiges Differential, und die so bestimmte Function 

Ä= e* 

macht auch die Ausdrücke für dx', dg', d*' au vollständigen Differentialen. 
Zugleich ist ersichtlich, dass der letztem Forderung auf keine andere Weise 
genügt werden kann. 

Es bedarf nur noch der geometrischen Interpretation von (&). Sei 

so folgt aus (1.) und (2.) 
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V r t -r, 5*7 du, 1 r,-r, dm, " 3«, ' 

wodurch (Ä.) in 

ÖMogi- 

übergeht. Diese Gleichung fordert also, dass log-|- »ich ab Differenz einer 
bloss von w, und einer bloss von », abhangigen Function darstellen lasse, 
dass also 

L _ gfiü 
~ *(«,) 

dem Quotienten aus zwei solchen Functionen gleich sei. 

Führt man nun. was an den frühern Voraussetzungen nichts Ändert, 
mittelst der Gleichungen y(if,)£'«i = c«i, v(#,}c«,= ö«i »wei neue Variahein 
i» M u? ein, so folgt, dass die Allgemeinheit unsere? Resultates nicht geändert 
wird, wenn wir y(«,) und vW conslant und einander gleich setzen. Dann 
wird die Lösung von (B.) 

(4.) & - 

Damit also die Gleichungen (A) durch passende Wahl von // integrabel ge- 
macht werden können, ist erforderlich und hinreichend, dass das Quadrat des 
Linienelementes von T sich in die Form <' / . i : i <<;*' bringen lasse, 
während du, (». du i = Q die Differentialgleichungen der beiden Scbaaren 
Krümmungslinien von T sind. Wir haben hiernach den Satz: 

Damit einer Fläche T eine »weite T' in der oben verlangten Weite 
zugeordnet werden könne, i»t erforderlich und hinreichend, da*» T ein in den 
kleinsten Theilen ähnliche» ebene» Bild gettatte, in welchem »eine Krümmung»- 



Und umgekehrt können alle Flächen T, tu denen die Gleichungen (31.) 
oder (iL) eine zugeordnete T liefern, in dieser Weite auf einer Ebene ab- 
gebildet werden. 

Bezeichnet man bei der Abbildung von T auf der Ebene der u : 
das Vergrösserungsverhallniss durch so wird 

bV = m\d*\ + 8ul), 

und es ergeben sich für die Familie der Flüchen Taus (4.), (2.), (1.) und 
(3.) die Differentialgleichungen: 
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*»+yi + »] = m*, a^+jf.yj + z.a^O, x»+yj+»i=< 

Ist T diesen Gleichungen gcmflss bestimmt, so wird 
also Z = conat.-21ogm, 

ff - 

so dass man zur Bestimmung von T die integrabeln Gleichungen 

dx' = •^r(x l ö« I -x j ai« 1 ), 

a.' - J r (, 1 a« I -» 1 a« J ) 

erhält. 

Es ist hier nicht der Ort, diesen Gegenstand durch Ausführung von 
Beispielen weiter au verfolgen. 
Burich, 2. April 1867. 
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Ueber ein Princip der Abbildung der Tbeile einer 
krummen Oberfläche auf einer Ebene. 

(Von Herrn E. Weber zu Heidelberg.) 



D ie Aufgabe, ein bestimmtes Stück einer gegebenen Oberfläche auf einer 
andern gleichfalls gegebenen Oberfläche so abzubilden, dass einander entspre- 
chende unendlich kleine Figuren auf beiden Oberflächen einander ähnlich sind, 
hat in gewissem Sinne ihre allgemeine Lösung gefunden durch die berühmten 
Arbeiten von Lagrange *) und Gauss **). Diese Aufgabe ist aber, da sie von 
partiellen Differentialgleichungen abhängt, keineswegs eine bestimmte, und die 
Bedingungen, welche nothwendig sind, um das Problem zu einem bestimmten 
zu machen, können von mannigfaltiger Art sein. In den einzelnen Fällen 
führt allerdings die Erfüllung solcher Bedingungen auf grosse Schwierigkeiten, 
und ist nur in wenigen Fällen gelungen. 

Bei der practischen Anwendung dieser Theorie der Abbildung anf die 
Construction von Karten, wobei wenigstens in der Begel die Aehnlichkeit der 
kleinsten Tbeile als Grundprincip festgehalten wird, lässt man sich zur Be- 
seitigung der oben erwähnten Unbestimmtheit von der Rücksicht leiten, dass 
auch das Bild im Grossen und Ganzen keine allzugrosse Abweichung von 
der Gestalt der abgebildeten Figur zeigt. Bereits Gauss hat in der citirten 
Abhandlung und in einer zweiten Abhandlung (Untersuchungen über Gegen- 
stände der höheren Geodäsie; Abhandlungen der Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen Bd. 2) Arten der Abbildung angegeben, welche von 
diesem Gesichtspunkt aus vor anderen den Vorzug verdienen. Bei Gauss 
ist der leitende Gedanke der, dass wenn es sich z. B. um die Abbildung einer 
Kugelzone handelt, für eine bestimmte Breite das Aehnlichkeitsverhältniss = i 
wird, für alle anderen Breiten aber nur um Grössen dritter Ordnung von 1 
abweicht, wobei die Breitenunterschiede als Grössen erster Ordnung ange- 

*) Lagrange. Sur la construction des Carte« ge*ographiques. Me*moires do 
rAcade*mie de Berlin 1779. 

**) Gauss. Alleemeine Auflösung der Aufgabe, die Tbeile einer gegebenen 
Flache auf einer andern gegebenen Flache so abzubilden, das» die Abbildung dem 
Abgebildeten in den kleinsten Theilen ähnlich wird. Abgedruckt in Schumacher* 
astronomischen Abhandlungen 1825. 
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sehen werden. Demnach sind die von Gauss angegebenen Abbildungsarten 
nur näherungsweise und für verhältnissraässig geringe Breitenunterschiede als 
die besten zu betrachten. 

Ich habe im Folgenden versucht, ein aligemeines Princip aufzustellen, 
durch welches man für jedes gegebene Flächenstflck die beste Abbildungsart 
finden kann, d. h. diejenige Abbildung, welche ohne der Aehnlichkeit der 
kleinsten Theile zu nahe zu treten ein der gegebenen Figur auch im Ganzen 
möglichst ähnliches Bild liefert, wobei ich mich auf den Fall beschränken 
muss, wo die Fläche, auf welcher das Bild entworfen wird, eine Ebene ist, 
da sich im allgemeinen Fall die Eliminationen, welche zur Aufstellung der 
Gleichungen nöthig sind, nicht ausführen lassen. 

Zur Lösung dieses Problems ist es zunächst erforderlich, einen neuen 
Begriff zu definiren, den man etwa bezeichnen kann als den Fehler der Karte, 
und der bei den unter gegebenen Umständen besten Karte ein Minimum 
werden muss. 

Ist das Bild dem Abgebildeten vollkommen ähnlich, so muss dieser 
Fehler Null sein, und umgekehrt, wenn der Fehler Null ist, so sind die beiden 
Bilder vollkommen ähnlich. Dieser Fall kann natürlich nur dann eintreten, 
wenn die eine der gegebenen Oberflächen auf einer der zweiten Oberfläche 
vollkommen ähnlichen Fläche abwickelbar ist. In alten andern Fällen muss 
der Fehler einen immer positiven Werth besitzen, so dass es auch immer 
einen kleinsten Werth des Fehlers geben muss. Die Bestimmung des Mini- 
mums des Felilers führt, da derselbe durch eiu Integral definirt ist, auf ein 
Problem der Variationsrechnung, aber auf ein Problem eigenthümlicher Art, 
welches sich in seiner Verallgemeinerung kurz so aussprechen lässt: 

Es sollen die willkürlichen Elemente einer durch eine partielle Diffe- 
rentialgleichung definirten Function so bestimmt werden, dass ein von dieser 
Function abhängiges bestimmtes Integral ein Minimum wird. 

Die Lösung dieses Problems ist im Allgemeinen schwieriger als die 
Lösung der partiellen Differentialgleichung für sich mit gegebenen Grenzbe- 
dingungen, da zu der ersten partiellen Differentialgleichung eine zweite hin- 
zutritt, welche mit der ersten gleichzeitig integrirt werden muss, da die Natur 
der Grenzbedingungen eine gesonderte Integration der beiden Gleichungen nicht 
gestaltet. Durch Elimination einer Variablen können die beiden .Differential- 
gleichungen durch eine Differentialgleichung höherer Ordnung ersetzt werden, 
welche in dem hier vorliegenden Fall linear und von der vierten Ordnung 
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wird, aber veränderliche Coefßcienten enthält. Es ist mir bis jetzt nur ge- 
lungen, in einem besonders einfachen Fall die Integration durchzuführen, in 
welchem die partiellen Differentialgleichungen auf gewöhnliche Differential- 
gleichungen zurQckkommen, und wodurch die beste Abbildung einer ganzen 
gegen die Rotationsaxe senkrechten Zone einer beliebigen Rotationsfläche auf 
eine Ebene gefunden wird. 

§ 1 

Zunächst erfordert die Auflösung unseres Problems die genaue Fest-' 
Stellung der Bedingungen für die Aehnlichkeit der kleinsten Theile. Re- 
zeichnet man mit dt, dS zwei einander entsprechende unendlich kleine Längen 
auf der abzubildenden und auf der Bildfläche, so wird die Aehnlichkeit der 
kleinsten Theile bekanntlich ausgedrückt durch die Gleichung: 

dS = pdt 

worin p, das Achnlichkeitsverhältniss oder der Massstab des Bildes, eine 
wesentlich positive Grösse ist, welche nur von der Lage des Anfangspunkte? 
nicht aber von der Richtung des Elementes dt abhängt. 

Die Function p muss, wenn die Aehnlichkeit der kleinsten Theile in 
keinem Punkt des Bildes verletzt werden soll, gewisse allgemeine Stetigkeits- 
bedingungen erfüllen, welche wesentlich dazu beitragen, die WillkQrlichkeit in 
der Lösung des Problems der Abbildung zu beschränken. 

Zunächst ist klar, dass wenn p an irgond einer Stelle des abzubildenden 
Flächenstücks 0 oder unendlich wird, an dieser Stelle von einer Aehnlichkeit 
der kleinsten Theile nicht die Rede sein kann, weil dann entweder ein von 
0 verschiedenes Längenelement durch einen Punkt oder ein Punkt durch ein 
von 0 verschiedenes Längenelement abgebildet würde. 

Ebenso darf aber auch p nicht längs einer Linie unstetig werden, denn 
betrachtet man die Bilder zweier unendlich kleiner Dreiecke zu beiden Seiten 
der Unsletigkeitslinie, so sind diese zwar ihren Urbildern ähnlich, aber das 
Aehnlichkeitsvcrhöllniss ist ein anderes, wiewohl die Dreiecke auf der ur- 
sprünglichen Fläche einander unendlich nahe liegen. Wenn also auch die 
Bilder der beiden Seiten der Unstetigkeilslinie an einer Stelle zusammenhän- 
gend wären, so würde dieser Zusammenhang schon an den benachbarten 
Stellen aufgehoben. Demnach würde eine solche Unsletigkeitslinie das Bild 
in zwei getrennte unzusammenhängende Theile sondern. 

Auch die Differcnlialquotienten der Function p sind gewissen Stetig- 

30* 
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keitsbedingungen unterworfen, zu welchen man durch die folgende geometrische 
Betrachtung gelangt. Man zieht durch einen beliebigen Punkt der abzubil- 
denden Oberfläche eine beliebige Curve doppelter Krümmung auf derselben, 
und projicirt die dem betrachteten Punkt benachbarten Tbeile dieser Curve 
auf die Tangentenebene der Oberfläche, wodurch mau ein Stück einer ebenen 
Curve erhält. Bezeichnet man nun mit dt ein Element dieser ebenen Curve 
oder, was der Kleinheit des Unterschieds wegen dasselbe ist, der Curve 
doppelter Krümmung, mit da ein Element der auf der Oberfläche gemessenen 
Normale der Curve doppelter Krümmung, mit ds' endlich das Element auf der 
Oberfläche oder der Tangentenebene, welches mit dtda ein Dreieck bildet, 
so ist der Contingenzwinkel der auf der Tangentenebene gelegenen Curve: 

9 + <*«'-*" 

dads 

und der reeiproke Krümmungshalbmesser: 

J_ do*+ ds*- dt" 
q ~ dadt* ♦ 

welcher gewissermassen als die in der Bichtung der Oberfläche gemessene 
Krümmung der Baumcurve betrachtet werden kann. Führt man nun dieselbe 
Betrachtung durch hinsichtlich des Bildes unserer Curve auf der zweiten Ober- 
fläche, so erhält man, wenn man den P, dS, dS, dS' die den Grössen (?, da, ds, 
ds' im Bilde entsprechende Bedeutung giebt: 

i d£*+ dS'-dS'* 
P ~~ d£dS % » 

welches in dem Fall, wo die zweite Oberfläche eine Ebene ist, der wahre 
reeiproke Krümmungshalbmesser des Bildes ist. 

Versteht man nun unter p den Werth dieser Function, welcher an 
dem der Curve abgewendeten Ende des Elements da Statt hat, so hat man 
vermöge der allgemeinen zu Grunde gelegten Gleichung: 

dZ = pda, 

dS' = pds', 

dS = 

Setzt man diese Ausdrücke in die obige Formel für y ein, so ergiebt sich 
mit Vernachlässigung des unendlich Kleinen: 

_L J 2 dp 
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worin do nach der convezen Seite der Curve positiv gerechnet ist. Diese 

Formel giebt nun Aufschluss Ober die Stetigkeilsbedingungen der Differential- 
en 

qnotienten von p. Wenn nämlich , d. h. der nach irgend einer auf der 
Oberfläche gemessenen Richtung genommene Differentialquotient an einer Stelle 
der abzubildenden Fläche unendlich würde, so musste, wenn q von 0 ver- 
schieden ist, P = 0 sein, d. h. das Bild einer beliebigen, mit stetiger Krüm- 
mung über den Unstetigkeitspunkt gezogenen Linie müsste in dem Bild des 
Unstetigkeitspunkts eine Ecke haben, was offenbar mit der Aehnlicbkeit der 
kleinsten Theile unverträgKch ist. 

Wenn endlich || längs einer Linie unstetig wäre, also zu beiden 

Seiten einer Linie um eine endliche Grösse differirende Werthe hätte, so 
würden die Bilder zweier Linien, welche zu beiden Seiten der Unstetigkeits- 
Hnie derselben unendlich nahe und parallel verlaufen, in entsprechenden Punkten 
Krümmungshalbmesser mit endlicher Differenz haben. Es würde also, wenn 
auch die Bilder beider Linien in einen Punkt zusammenfielen und gleiche 
Richtung hätten, dieser Zusammenhang schon in den nächsten Punkten aufge- 
hoben werden, d. h. es würde eine Zerreissung des Bildes längs der Un- 
stotigkeitslinie staltfinden. 

Demnach sind also die allgemeinen Bedingungen, welchen die Function 
p unterworfen werden muss, um die Aehnlichkeit der kleinsten Theile an allen 
Stellen aufrecht zu erhalten, folgende: 

1. Die Function p darf an keiner Stelle unendlich oder 0 werden 
und an keiner Linie sprungweise Aenderungen erleiden. 

2. Sämmtliche nach irgend einer auf der Oberfläche gemessenen Rich- 
tung genommene Differentialquotienten von p müssen an jeder Stelle der ab- 
zubildenden Fläche endlich sein und dürfen sieb an keiner Linie sprungweise 
ändern. 

Ausser diesen allgemeinen Bedingungen hat die Function p noch einer 
partiellen Differentialgleichung zu genügen, deren Form sich nicht allgemein 
angeben lässt, wenn nicht über die Natur der Oberfläche, auf welcher das 
Bild entworfen werden soll, specielle Annahmen gemacht werden, weil sonst 
die erforderlichen Eliminationen nicht ausgeführt werden können. 

Ich beschränke mich hier auf den bei weitem einfachsten Fall der Ab- 
bildung einer beliebigen Oberfläche auf eine Ebene. 

Ich nehme an, es sei die abzubildende Fläche durch drei Gleichungen 
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mit zwei unabhängigen Variablen bestimmt: 

x = <f t (•», e), y = e), » = tp s (u, 

so dass ii, e als Coordinalen eines Punktes auf der Oberfläche betrachtet 
den können. Ich will ausserdem der Einfachheit wegen annehmen, die Curven- 
s) steme u const., r = const. seien orthogonal. Es seien ferner U, V recht- 
winklige Coordinaten in der Ebene, so kommt unsere Aufgabe darauf hinaus, 
U, V, p so als Functionen von u, t zu bestimmen, dass die Gleichung: 

ii.) dU' + dV 7 = p'tfdu' + b'A?) 
identisch wird, wenn man zur Abkürzung setzt: 

* - (&)+(£) +(£)'. 
*■ - (£•)+(£)+(&)'• 

Wegen der OrthogonalilHt der (urven u, c hat man ausserdem: 

Die Gleichung (1.) zerfallt in ein System von drei partiellen Differentialglei- 
chungen : 



(2.) 



dl! dü , dV öv n 



welcho im Allgemeinen hinreichen, um die drei Functionen U, Y, p zu be- 
stimmen Durch fortgesetzte Differentiation der Gleichungen (2.) lassen sich 
immer Gleichungen in hinlänglicher Anzahl ableiten, um zwei der unbekannten 
Grössen mit ihren Differentialquotienten zu eliminiren, wodurch eine partielle 
Differentialgleichung für die dritte Grösse übrig bleibt. Um die Gleichung für 
p abzuleiten, genügt scheinbar eine zweimalige Differentiation noch nicht. Es 
ist daher eine besondere Eigentümlichkeit des Systems (2.), dass die Dif- 
ferentialgleichung für p doch nur von der zweiten Ordnung wird. Diese 
Gleichung Ifisst sich auf folgendem sehr einfachem Wege ableiten, welcher zu- 
gleich zur Kenntniss der Functionen U, V führt, wenn p als bekannt voraus- 
gesetzt wird. Die Gleichungen (2.) werden identisch befriedigt durch die 
Annahme: 
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(3.) 



dV ÖV 1( 



vorausgesetzt, dass die vorläufig noch unbekannten Grössen i, l' der Bedin- 
gung genügen: 

A' + l" = 1, 

so dass man durch Einführung eines unbestimmten Winkels & setzen kann: 

A = cos£, A' = sin£. 

$TJ dfJ dV 
Die Gleichungen (3.) führen nun, da -g— exacte Differential- 
quotienten sein müssen, zu den Bedingungen für A, I': 

dlpa cU'pft 



dl' pa dl'pb 

dv ~ du 

dl' . dpa ÖA . , dpo 
Mit Berücksichtigung der Gleichungen: 

ergiebt sieb hieraus sofort: 

oder durch Einführung des Winkels &: 

1 dpa d& 

pb dv du ' 

pa dt do 1 
sich die partielle Differentialgleichung für p ergiebt*): 



man allgemein eine Differentialgleichung der Form 
EdU % -\-2FdVdV+GdV % = «tfV + 2fdlldl> + ode , 
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- 1 dpa _ 1 dpb 

« ^+^-* 

Nimmt man p als gefunden an, durch Integration der Gleichung (4.), so er- 
halt man & mit einer additiven willkürlichen Constanten durch eine Quadratur: 

9 = /YJ_ *±*-JL *) 

J \ pb dv pa du / 

und schliesslich die gesuchteu Functionen U, V ebenfalls durch Quadraturen: 

U~U U = J\ cos(i>-& t ,)padu+9in(&-9 tt )pb<kl 

V-V 0 = J}-8\u(9-&„)podv+cos(&-& 0 )pbdt>). 

Demnach sind, wenn das Aehnlicbkeitsverhältniss p bestimmt ist, die Functionen 
U, V bis auf drei willkürliche Constanten ebenfalls bestimmt. 

Bezeichnet man mit V, V diejenigen Warthe der Functionen f , \ , 
welche den Specialwerthen 0 der willkürlichen Constanten entsprechen, so 
sind die allgemeinen Ausdrücke dieser Functionen: 

U = U„+cos9 0 U'-sin& 0 V' t 

Diese Gleichungen enthalten die Bedeutung der willkürlichen Constanten; sie 
drücken nur eine beliebige Verschiebung des rechtwinkligen Coordinatcnsystems 
U, V in der Ebene aus. 



bat, so kann man immer die beiden Seiten dieser Gleichung als das Quadrat eines 
Längenelements auf einer und derselben Oberfläche betrachten (in dem vorliegenden 
Fall auf einer Ebene) und kann dann aus den Coefficienten der beiden Auedrücke 
nach dem berühmten Theorem von Gauss fDisquisitioncs generale« circa superficies 
curvas; Commentat. Gotting, vol. VI) für aas Krümmungsmass swei Ausdrücke bil- 
den, welche einander gleich sein müssen. Auf diene Weise gelangt man immer zu 
einer partiellen Differentialgleichung für die unbekannten Functionen. In unserem 
Fall stimmt diese Gleichung genau mit der für p gefundenen uberein, welche dem- 
nach als enthalten in dem erwähnten Gatai'schcn Theorem anzusehen ist. Ich habe 
der obigen im Text angewandten Methode vor dieser den Voraug gegeben, theils weil 
nach der letzteren die Reduction der Gleichung auf die einfachste Form etwas weit- 
läufig ist, theils auch weil man auf dem obigen Wege gleichseitig die Ausdrücke für 
die Functionen U, V findet 

In gans ähnlicher Weise hat bereits Bour eine partielle Differentialgleichung für 
i aus der Differentialgleichung 

<«•+ oT' + dZ' = Udxdy, 
in welcher Z als gegebene Function von x, y angesehen wird, hergeleitet (Theorie de 
la (Information des surfaces, Journal de l'ecole poljtechnique, cahier 39). In diesem 
Falle wird jedoch die Gleichung für A nicht linear. 
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Demnach ist das Bild eines beliebigen Flichenstuckes auf einer Ebene 
bis auf die Lage in der Ebene vollständig bestimmt, wenn das Aehnlichkeits- 
verhältniss an jeder Stelle des abzubildenden Flächenstücks gegeben ist. 

Die Differentialgleichung (4.), welcher die Function p unterworfen ist, 
lflssl sich ohne Schwierigkeit auf eine lineare reduciren, wenn man an Stelle 
von p den Logarithmus von p einfahrt. 

Die Gleichung (4.) lässt sich nämlich schreiben: 

d a plogpo - b dlogpft 

b d~v . a du A 
dv + Su 5=0 

oder indem man setzt: 

q = logp, 

„ a da ^ b da „ i da _ \ db 

(»0 — öi — + — S — = di äS — 

Hinsichtlich der Stetigkeit ist q denselben Bedingungen unterworfen wie p, 
nur dass q auch negativ und 0 werden darf, aber nicht unendlich. Danach 
lisst sich leicht beweisen, dass q vollständig und eindeutig bestimmt ist, wenn 
s. B. sein Werth am Rande des abzubildenden Flflchenstücks allenthalben ge- 
geben ist, dass also dadurch auch das Bild bis auf seine Lage in der Ebene 
vollständig bestimmt ist. Ich Obergehe hier diesen Beweis, der übrigens sehr 
einfach ist, da ich weiter unten den Beweis der Bestimmtheit und Eindeutig- 
keit des Bildes für eine andere Art der Bedingung fuhren werde. 

« 2 

Um das in der Einleitung aufgestellte Problem zu lösen, ist es zu- 
nächst erforderlich, den Begriff des Fehlers der Karte genau festzustellen. 
Dieser Fehler der Karte setzt sich zusammen aus allen einzelnen Fehlern, 
welche an den verschiedenen Stellen des Bildes stattfinden, welche aber nur 
eine relative Bedeutung haben, d. h. sie beziehen sich auf einen beliebig zu 
wlhlenden Punkt des Bildes, in welchem dasselbe als genau richtig angesehen 
wird. Uebrigens ist die Wahl dieses Punktes ohne Einfluss auf das End- 
resultat. 

Bezeichnet man mit d», dt' zwei auf einander folgende Lfingenelemenle 
der abzubildenden Fliehe, und bezeichnet p den Werth des A ehnlicbkeitsver- 
hiltnisses im Anfangspunkt des Elements dt, so hat man für die Bilder dieser 
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Elemente die Ausdrücke: 

dS = pds, 

folglich: 

Dieser Ausdruck zeigt, dass die unendlich kleine Grösse d *°* p d* betrachtet 
werden kann als die Abweichung von der vollständigen Aehnüchkeit beim 
l'ebcrgang von einem Element dt zu dem folgenden dt'. Geht man nun auf 
einer beliebigen Curve von einem festen Punkte 0 in einem veränderlichen 
Punkte P Ober, und entwirft gleichzeitig das Bild dieser Curve, so snmmiren 
sich im Verlauf dieser Linie alle die einzelnen Abweichungen von der Aehn- 
üchkeit, die beim Uebergang von einem Element der Curve zum folgenden 
auftreten, und demnach hat man das Integral 



> dp 



P 6 P. 



CO" 



zu betrachten als die Abweichung von der vollkommenen Aehnlichkeit beim 
Uebergang vom Punkte 0 zum Punkte P anf einer beliebigen Curve. Diese 

Grösse log£- kann daher bezeichnet werden als die Verzeichnung des Bildes 

im Punkte P. Diese Verzeichnung kann sowohl positiv alt negativ sein und 
gleich grosse positive and negative Werthe der Verzeichnung werden einen 
gleichen Fehler des Bildes bedingen. Demnach liegt es nahe als Fehler des 
Bildes im Punkte P verglichen mit dem Punkte 0 das Quadrat der Verzeich- 
nen. Der Fehler der ganzen Karte ist dann zu definiren 

als der mittlere Werth aller Elementnrfehler, den man erhalt, wenn man das 
Integral des Elementarfehlers über die ganze abzubildende Flüche nimmt, und 
dieses dividirt dnrch die abzubildende Fläche selbst. Demnach ist der Fehler, 
wenn man die Coordinaten w, © zu Grunde legt: 

IJ ab du de 

Aufgabe ist jetzt die, die Function p der partiellen Differential- 
gleichung (4.) und den Stetigkeitsbedingungen gemäss so zu bestimmen, dass 
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das Integral 

genommen aber das gante abzubildende Flachenstack, den kleinsten Werth 
erhält * . Die Aufgabe wird noch etwas vereinfacht durch Einführung der 
Function q an Stelle von p. Dann wird das Integral V: 

V = fßq-qtfabdndr, 

während q nun der Differentialgleichung (5.) unterworfen ist. 

Nach den Prineipien der Variationsrechnung ist die Bedingung des 
Minimums von V folgende: bedeutet dq eine unendlich kleine Veränderung 
von q, so muss die Gleichung erfüllt sein: 

(6.) 0 = ffdqiq-q^abdud*. 

Hierin muss sowohl q als q + dq der Differentialgleichung (5.) genügen, d. h. 
dq muss der redncirten Gleichung genügen: 

ist aber im Uebrigen eine beliebige anendlich kleine Grösse, welche mit ihren 
ersten Differentialquotienten in der ganzen abzubildenden Fliehe stetig sein muss. 

Durch diese Bedingungen ist dq vollständig bestimmt, wenn es am 
Rande des abzubildenden Flächenstücks gegeben ist, am Rande aber kann es 
beliebig sein. 

Diese Behauptung lässt sich dadurch beweisen, dass man annimmt, man 
hatte zwei Functionen dq, dq" gefunden, welche am Rande dieselben Werthe 
annehmen, denselben Steligkeitsbedingungen und der Gleichung (7.) genügen. 
Die Differenz dq'" = dq'—dq" genügt dann ebenfalls der Gleichung (7.) und 
nimmt am Rande den Werth 0 an. Multiplicirt man dann die Gleichung (7.), 
nachdem man dq = dq'" gesetzt hat, mit dq"'dudt> und integrirt über die ganze 
Flflche, so erhalt man durch partielle Integration: 

woraus sich unmittelbar dq" = 0 ergiebt. Demnach ist die Variation dq am 

*) Dies* Bestimmungsweiie der Function p wird noch durch eine gewisse Ana. 
logie mit der Methode der kleinsten Quadrate gestaut. 

31 • 
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Rande als willkürlich im Innern der Fläche aber als durch den Randwerth 
gegeben zu betrachten. 

Es kommt also zunächst darauf an, das Integral (6.) auf ein anderes 
zn rednciren, in welchem nur noch die Grenzwerthe der Variation dq vor- 
kommen. Um dies zu erreichen, multiplicirt man die Gleichung (7.) mit einem 
vorläufig noch unbestimmten Factor cudude und integrirt dann ober die ganze 
Flache, ober welche das Integral (6.) genommen ist. Die nun anzuwendende 
partielle Integration setzt voraus, dass die Function to mit ihrem ersten Dif- 
ferentialquotienten im Innern der ganzen Fläche stetig sei, was also hiermit 
angenommen werden soll. 

Unter dieser Voraussetzung gelangt man durch zweimalige partielle In- 
tegration zu folgender Gleichung: 

wobei sich das einfache Integral auf die ganze Begrenzung des abzubildenden 
FlichenstOcks erstreckt. Das Randintegral lasst sich noch etwas einfacher 
schreiben, wenn man die Differentiation nach der auf der Oberflache gemessenen 
Normale der Randcurve du und das Element der Randcurve selbst, ds y ein- 
fuhrt. Es geht dadurch Aber in: 

Die gewünschte ReducÜon des Doppelintegrals (6.) wird nun bewerk- 
stelligt sein, wenn es möglich ist, die Function w so zu bestimmen, dass sie 
der Gleichung genügt: 

-od« a b du 

o i — ■ — a — -5 — 
, Q , b ov . a du x 

W — 97— + — d~u = 

Unter dieser Voraussetzung ergiebt sich die Gleichung: 

Nimmt man die Function q als bereits bekannt an, so ist die Gleichung 
(8.) eine lineare partielle Differentialgleichung für <o, welche im Wesentlichen 
dieselbe Eigenschaften hat, wie die Differentialgleichung für q. Die Function to 
wird also durch diese Gleichung und die Stetigkeilsbedingungen erst dann als 
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vollständig bestimmt zu betrachten sein, wenn der Werth von 10 am Rande 
irgend wie gegeben ist. Nehmen wir diese Bedingung so an, dass cd am 
Rande verschwinden soll, so fallt in dem Randintegral (9.) der Theil weg, 
welcher enthalt, welches in unbekannterweise von dem beliebigen Rand- 
werth ttq abhängt. Dann wird also das Integral (9.) 

(10.) ffdq{q-q»)abdudr> = fdt^dq. 

Wenn nun das Integral V ein Minimum sein soll, so muss das Integral (10.) 
verschwinden, und da in dem einfachen Integral auf der rechten Seite dq 
ganz willkürlich ist, so kann dieses Integral nur unter der Bedingung ver- 
schwinden, dass am Rande allenthalben die Bedingung erfüllt ist: 

• 

Demnach haben wir unser Problem auf die Integration eines Systems 
von partiellen Differentialgleichungen zurückgeführt, welche gleichzeitig zu in- 
tegriren sind, und welches folgende Form hat: 



- a dq a b dq „ 1 da - 1 ob 

d T~dT g-ßu- d T~dT IT 

dt> + du dv du 

^ a de* - ö du 

- "du 



(ii.) 



die Bedingungen kommen, dass sowohl q als io mit ihren 
i Differentialquotienten im Innern des abzubildenden Fllchenstücks 
halben stetig sind, und dass an der Grenze dieses Gebiets: 

(12.) «, = 0, £ = 0 

werden. 

$. 3. 

Ich werde zunächst nachweisen, dass durch diese Bedingungen das 
Problem ein vollständig und eindeutig bestimmtes ist. 

Um diesen Nachweis zu führen, nehme ich an, es seien für dasselbe 
Flachenstück zwei Lösungen der Gleichungen (11.) mit den Bedingungen ge- 
funden: q\ w'; q", w". Dann müssen die Differenzen: 

q'" « q~q\ w'" = to'-w" 
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den folgenden Gleichungen genügen: 



(13.) 



— Tc — + m — " °- 

e±— e b du "' 

b de , a öu , 
dt, + du * ab 1 



nebst denselben Grenz- und Stetigkeilsbedingungen wie oben. 

Multiplicirt man nan die erste der Gleichungen (13.) mit w'"du<k> und 
integrirt Ober das ganze Gebiet, so erb AI t man durch zweimalige partielle In- 
legration mit Rücksicht auf die Grenzbedingungen: 

oder wegen der zweiten Gleichung (13.) 

0 = Jj'abq" n d%dt, 

welche Gleichung, da ab wesentlich positiv ist, nicht anders befriedigt 
kann, als durch die Annahme 

q"' = 0. 

Daraus folgt dann ferner durch eine ganz analoge Schlussweise aus der zweiten 
Gleichung (13.) 

tu'" = 0, 

wodurch der Nachweis geliefert ist. dass die Gleichungen (11.), (12.) nur 



Nachdem dieser Satz bewiesen ist, ist es auch leicht, den Beweis zu 
führen, dass der Werth der Constanlen c/„, welche in den Gleichungen (11.) 
vorkommt, ohne wesentlichen Einfiuss auf das Endresultat ist. Nimmt man 
nlmlich an, man habe zwei Functionen q', cd' gefunden, welche die Glei- 
chungen (11. \ (12.) befriedigen, wenn man darin q„ ----- 0 setzt, so hat man 
bloss zu setzen q = q'+q 0 , <o = to', wodurch die Gleichungen (11.) und (12.) 
in ihrer allgemeinen Form befriedigt werden. Man kann also unbeschadet der 
Allgemeinheit q t , = 0 setzen , und hat dann nur nach der Integration q durch 
eine additive willkürliche Constante zn vervollständigen, oder was dasselbe 
ist, man bat p mit einem willkürlichen conslanten Factor zu multipliciren, 
welcher constante Factor geometrisch eine Vergrößerung oder Verkleinerung 
des ebenen Bildes im Ganzen bedeutet. Die Wahl des Ausgangspunktes auf 
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der Fliehe bei Bestimmung de? Fehlers der Karte ist sonach ohne Einfluss 
auf die Bestimmung des besten Bildes eines Flächenstück;.. 

Um diese Resultate kor» und pricis zusammen zu fasseu. kann man sagen : 
Die Aufgabe ein gegebenes Fläc&enstück auf eine Ebene in den 
kleinsten Theilen ähnlich und im Grossen und Ganzen möglichst treu abzu- 
bilden, ist eine bis auf vier willkürliche Conslanten völlig bestimmte, von 
welchen Constanten drei eine willkürliche Lage des Bildes in der Ebene, die 
vierte eine willkürliche Grösse des Bildes (etwa eine beliebige Ausdehnung 
in einer bestimmten Richtung) ausdrücken. Man kann diese vier willkürlichen 
Constanten auch z. B. dadurch bestimmen . dass zwei beliebigen Punkten der 
abzubildenden Fläche zwei beliebige Punkte in der Bildebene entsprechen sollen. 

Die Gleichungen des Problems nehmen eine einfachere Gestalt an, 
wenn die abzubildende Oberfläche von der Art ist, dass es gelingt, überhaupt 
irgend eine in den kleinsten Theilen ähnliche Abbildung derselben auf die 
Ebene zu finden. In diesen Fällen nämlich lassen sich zwei neue Variable 
x y y als Functionen der alten «, e so bestimmen, dass sie die Gleichung 

aftV+kW - m*(dx 2 + dy i ) 

identisch befriedigen. Wenn man nun die Variablen x, y an Stelle der alten 
Variablen u, t> einfahrt, so erhält man die identische Umformung: 

- o 9 \ dy 
b dv , a du ab j 3> c>V } 
dt + 55 ~ 'Ä^ ^ ("5x T " , "*äy T ^ , 

und indem man an die Stelle von f in dieser Gleichung q und tu setzt, 
nehmen die Gleichungen (11.) des Problems die einfachere Gestalt an: 

Hierin bedeutet 9>(x, j) diejenige Function, welche man erhält, 
dem Ausdruck 

1 da ,1 öi 



m'_ J ö T~dT d ~ä'du- { 
" ab ' dt du 



die Variablen u, r durch die neuen Variablen x, y ausdrückt. Die Grenz- und 
Stetigkeitsbedingungen bleiben durch die Einführung der neuen Variablen 
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geändert, nur ist jetzt unter die Differentiation nach der Normale der 

Grenzourve an verstehen, welche in der Ehene x, • gezeichnet anzunehmen ist. 

Das System (14.) vereinfacht sich noch weiter, wenn man irgend ein 
particulärea Integral ?" der ersten Gleichung (14.) und ein particuläres Integral 
o»° der Gleichung 

finden kann, welche nur denselben Stetigkeitsbedingungen wie die Functionen 
q und tu genügen Setit man dann: 

q = q'+q°, a>=«»'+a, 0 , 

so erhält man das vereinfachte System: 



(15 



wo jetzt ausser den alten Stetigkeitsbedingungen an der Grenae die Bedin- 
gungen zu erfüllen sind: 



Solche particulare Integrale lassen sich übrigens immer finden, nöthigen Falls 
durch die Greensche Methode. 

% 4. 

Die Form der Gleichungen (15.) zeigt, das« die vollständige Lösung 
des gestellten Problems für irgend einen bestimmten Fall, d. h. für eine ge- 
gebene Begrenzung auf einer gegebenen Oberflache die Integration einer par- 
tiellen Differentialgleichung vierter Ordnung erfordert, welche man erhält, 
wenn man aus der ersten Gleichung (15.) mittelst der zweiten q' eliminirt 
Diese Gleichung ist zwar linear, enthält aber veränderliche Coefficienten, welche 
nur von der Natnr der Oberfläche abhängig sind, aber schon in den ein- 
fachsten Fällen, z. B. in dem einer Kugelfläche, eine ziemlich complicirte Ge- 
stalt haben, so dass zu erwarten steht, dass sich der Integration in den meisten 
Fällen bedeutende Schwierigkeiten in den Weg stellen werden. Diese Schwie- 
rigkeiten fallen nur in dem einen schon oben erwähnten Fall weg, wo es 
sich um die Abbildung einer vollen Zone irgend einer Rotationsfläche handelt. 
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Die allgemeine Aufgabe der Abbildung einer Rotationsfläche ist bereits von 
Lagrange in der oben citirten Abhandlung behandelt und gelöst. 

Ist die Gleichung der erzeugenden Curve der Rotationsfläche 

v = f(i\ 

wo s' mit der Rotationsaxe zusammenfallen mag, so ist auch die Länge des 
Bogens v der erzeugenden Curve, vom Pol der Rotationsfläche aus gerechnet, 
als Function von £ gegeben, demnach auch | und 17 als Functionen der Rogen- 
länge e. Diese Bogenlänge © der Meridiancurve und den Winkel u, welchen 
ein veränderlicher Meridian mit einem festen Meridian einschliesst, führt man 
als Coordinaten der Punkte auf der Rotationsoberfläcbe ein. Für ein beliebiges 
Längenelement d» auf der Oberfläche erhält man dann die Gleichung: 

ds> = dv' + rfdu 7 . 

Da nun 17 eine Function von © allein ist, so setzt man: 



* » 



und erhält: 

worin die Lösung des Abbildungsproblems enthalten ist. 

Die Einführung der Variablen x, y ergiebt fflr das hier vorliegende Pro- 
blem die Gleichungen: 



(16.) 



Ist die abzubildende Fläche eine von zwei Parallelkreisen begrenzte Zone, so 
sind die Gleichungen der Grenze x = aR,„ sc = a?,; für diese Werthe muss sein: 

(17.) «o-O, £-0. 
Da sowohl T) als durch x allein ausgedrückt werden können, so ist die 



statthaft, q und co seien ebenfalls von x allein abhängig; dann können 
die Gleichungen (16.) durch Quadraturen integrirt werden, und die vier dabei 
auftretenden willkürlichen Constanten können so bestimmt werden, dass die 
Gleichungen (17.) an beiden Grenzen erfüllt sind. 

Ist z. R. die Rotationsfläche eine Kugel mit dem Radius 1 , so ist e 
das Complement der geographischen Breite, u die geographische Länge, und 

Joarotl für Mathematik Bd. LX VII. Heft 8. 32 
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erhalt: 

rj = a = sine, 6=1, 

ohne Einfübrung der Variablen x und y werden hier die Differentialgleichungen 
für q und u>: 



J2 ■ ü 1 
c «in e -TT 



de 




qr sine, 



und an den Grenzen © = und o = c,: 

57 



tu = 0, -3— = 0. 



Daraus ergiebt sich: 



q = logC 



UM 



und die Integration der Gleichung für tu ergiebt die nöthigen Bedingungen 
zur Bestimmung der beiden Constanten l und C. Da q noch durch Hinzu- 
fügung einer beliebigen Constanten vervollständigt werden kann, so kommt 
es auf den Werth von C nicht weiter an. 

Von dem Werth der Constanten /. aber hängt wesentlich der Charakter 
des Bildes ab. 

In dem Falle zunächst, wo statt der Kugelzone eine Kugelhaube ab- 
zubilden ist, welche den Pol selbst enthüll, in weichem c~0 ist, hat man 
nur zwei Grenzbedingungen. In diesem Fall aber muss wegen der Stetigkeit 
von q i. = 1 sein , so dass dieser Fall auf die gewöhnliche stereographische 
Projection führt. Im Fall einer wirklichen Kugelzone, welche von den Pa- 
rallelkreisen r = c„, €> = ©, begrenzt ist, erhfilt man für l folgenden Ausdruck: 

yjog tg 1 1 . siu t> rfe/lo'g sin t> . «in t> de — /log tg \ r log sin • sin e dp/aio c de 

l = JÜ , ^ \> . .. ■ U 

»• 

Wenn man nach den Formeln des §. 1 die Coordinaten U, V des Bildes be- 
stimmt, so ergiebt 
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U = Ccosi«(lg|c) z , 
V = Csin i«(tg|©) 2 . 

Die Parallelkreise werden also dargestellt durch concentriscbe Kreise und die 
Meridiane durch radiale Linien, wie bei der stereographischen Projeclion, nur 
mit dem Unterschied, dass man zur Darstellung eines Breitenkreises keinen 
vollständigen Kreis in der Ebene braucht, sondern nur einen Bogen X.2n. 
Man kann das Bild also entwerfen auf einem geraden Kegel, dessen Kanten 
mit der Axe den "Winkel arcsinA bilden, auf welchem die Meridiane durch die 
Kanten und die Breitenkreise durch die vollständigen Kreisschnitte des Kegels 
dargestellt werden; dieses auf dem Kegel entworfene Bild hat man dann auf 
die Ebenen abzuwickeln. 

Diese Art der Abbildung stimmt bis auf den Werth von l mit der 
von Gauss angegebenen besten Abbildung einer Kugelzone auf die Ebene 
überein. Unser Werth von l geht in den von Gauss gegebenen über unter 
der Voraussetzung, dass die Kugelzone so schmal sei, dass man ohne erheb- 
lichen Fehler an die Stelle der Integrale in dem Ausdruck für l die arith- 
metischen Mittel der Grenzwerthe der unter den Integralzeichen stehenden 
Functionen multiplicirt mit dem Integrationsintervall setzen kann. 

Heidelberg im April 1867. 
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Ueber ein Problem der Forstwissenschaft. 

(Von Herrn A, CUbsck zu Gieswn.) 



D er Umstand, dass an der hiesigen Universität auch die Forstwissen- 
schaft vorgetragen wird, hat mich zur Kenntniss eines Problems gelangen 
lassen, dessen Lösung, wie mir der Vorstand des Forstinstitates, Professor 
Dr. Gustav Heyer, mittheilte, für die Forstwissenschaft von grosser Wichtig- 
keit ist, und welche zugleich mathematisch nicht ohne Schwierigkeit und In- 
teresse ist. Dieses Problem findet sich angegeben in der „Waldertrags- 
Regelung" von Carl Hey er, Giessen 1841, §. 48, und zerfällt in zwei Fragen. 
Die eine derselben bezieht sich darauf, ob und in welcher Weise allmälig ein 
bestimmter Zustand des Waldes herbeigeführt werden könne, wenn man den- 
selben hinreichend oft nach einem bestimmten Systeme abholzt, wobei natür- 
lich vorausgesetzt ist, dass am Ende jedes Jahres nur der jährliche Zuwachs 
geschlagen wird, und dass stets an die Stelle eines gefüllten Baumes sofort 
ein anderer von dem Alter Null gesetzt wird. Die Zeit jedes Abtriebes ist 
von der Art der Bestände abhängig, mit denen er begonnen wird, und ändert 
sich daher bis zu jedem folgenden Abtriebe. Findel man nun, wie sich zeigen 
wird, dass die beim Beginne der verschiedenen Abtriebe vorhandeneu Anfangs- 
zustände sich allmälig einem ganz bestimmten Zustande nähern, so muss auch 
die Dauer des Abtriebes sich allmälig einer festen Grenze, der normalen Um- 
triebszeit, nähern, und in der Ermittlung dieser besieht die zweite Frage. 

Um DilTerentialrecbnung anwenden zu können, nehme ich an, dass nicht 
nur am Ende jedes Jahres, sondern in jedem Augenblicke der in einem sol- 
chen entstehende Zuwachs geschlagen wird, wodurch die in Wahrheit sprung- 
weise vor sich gehendo Veränderung der Zustände in eine stetige verwandelt 
wird. Diese Abänderung wird an die Wirklichkeit eine um so grössere An- 
näherung geben, je grösser die Umtriebszeit ist, je kleiner also die Zeit eines 
Jahres der ganzen Dauer eines Abtriebes gegenüber erscheint. 

Die Resultate der Untersuchung sind folgende: 

1. Der Anfangszusland des Waldes nähert sich in der That allmälig 
einer bestimmten Grenze, welche zur Folge hat, dass jeder Baum in gleichem 
Alter gofüJlt wird. 
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2. Die Umtriebszeit, welcher die Dauer des Abtriebes sieb mehr und 
mehr nähert, ist als einzige reelle Wurzel einer transcendenten Gleichung 
vollkommen und eindeutig bestimmt. 

§. 1. 

Zustände während des oreten Abtriebes. 

Ich denke mir die Waldfläche in unendlich viele unendlich kleine 
Streifen getheilt, welche beliebig gekrümmt sein können, deren jeder nur Holz 
von gleichem Alter enthält, und deren jeder in einem Zeitelement dt abgeholzt 
zu werden bestimmt ist. Den Flächeninhalt des Streifens verwandle ich in 
ein Rechteck hdx, und indem ich die Elemente dx in der Folge, in welcher 
die Streifen abgeholzt werden sollen, auf der A - Axe antrage, erhalte ich für 
jeden Streifen eine Abscisse x, während alle Streifen die Strecke von 0 bis 
/ auf der X-Axe bedecken, wenn hl die ganze Waldfläche bedeutet. 

Die auf dem Streifen hdx befindliche Holzmasse bezeichne ich durch 
hy dx, wo y (Vorrath für die Flächeneinheit) eine Function von x ist, welche 
im ersten Augenblick bei gegebenem Zustande des Waldes gegeben vorliegt. 
Bezeichnet man zur Zeit / das Alter des Holzes auf dem Streifen x durch «, 
durch B den (überall gleich vorausgesetzten) Bodenwerth der Flächeneinheit, 
durch p den Procentsatz, nach welchem der Wald sich verzinst, so wird der 
Geldwerth des Vorraths nach der Methode der Zinseszinsen berechnet mit 
Hülfe der Formel: 

J/ = Ä(1,Op--l) = J ß(e--l), 

wo 

m = log nat 1,0p. 

Betrachten wir nun den Verlauf des ersten Abtriebes, welcher zur Zeit 
1 = 0 beginnt. War im Anfange des Abtriebes das Alter der Bestände an 
der Stelle x durch (Function von x) gegeben, so ist zur Zeit t an den- 
jenigen Stellen, bis zu welchen die Abholzung noch nicht vorgeschritten ist, 
isf<f^; an denjenigen Stellen aber, welche schon zur Zeit x abgeholzt sind, 
ist u~t— 7; dabei ist r eine unbekannte Function von x, welche ausdrückt, 
zu welcher Zeit an der Stelle x geschlagen wird. Bezeichnen wir nun durch 
£ den Ort, an welchem zur Zeit / geschlagen wird, so dass t, £ in derselben 
Beziehung stehen wie t, x, so hat man 

zwischen x = 0 und x = £ : y = B (er <*-*>— 1 ) , 
zwischen x = £ und x = / : y = B(er^-i). 



Digitized by Google 



250 Cltbtcky über ein Probien der Forttuixtensckaft. 

Der gesammte Vorrath, wacher durcb KU bezeichnet werden soll, war 
fangs durch die Formel 

(10 Khl^hf'ydx, K = ~{f l e m, 'dx-l) 

gegeben. Derselbe muss stets unverändert bleiben, daher bat man auch 
Zeit / die Gleichung: 

K = {(f'ydx+f'ydx) 
oder indem man die Grösse 

<*•) '=KTB 
einfahrt, welche für alles Folgende charakteristisch ist: 

(3.) -f = e~' \ /' ( e-*dx + /V dx j ■ 

Diese Gleichung bestimmt die Abhängigkeit von / und £, oder die Geschwin- 
digkeit. mit welcher die Abholzung vorsebreiten muss, um den Vorrath stets 
unverändert zu erhalten. Differentiirt man (3.) nach /, und bemerkt, dass für 
x = $ t in t übergeht, so hat 



wo auch in (, x durch £ zu ersetzen ist. In dieser Gleichung kann man jr, 
t mit x, x vertauschen, und findet dann für r die Differentialgleichung: 

Dies ist eine lineare Differentialgleichung für e** 1 ; man findet ans derselben: 



U 



Die Constante C bestimmt sieb daraus, dass der Abtrieb zur Zeit < = 0 bei 
x -— 0 beginnen soll; man hat also t = 0 für x 0, daher C=i. Und die 
Schlagzeit r für die Stelle x ist also durch die Formel gegeben: 

(4.) e ~ = ^|l--L/V-^|. 

I) 

Diese Formel liefert die Zustände während des ganzen ersten Abtriebs. Das 
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Ende desselben erfolgt zur Zeit T (Dauer des Abtriebs), wenn an der Stelle 
x = l geschlagen wird, and man hat also für T die Formel: 

(5.) r-* - «-{t— f/V^äJ. 

Diese Formeln enthalten ausser dem Prozent (m = log 1,0p) und dem An- 
fangszustand (/„) nur die Zahl e, welche ein positiver echter Bruch ist, und 
den Quotienten des Bodenwerths durch den Gesammtwerlh des Waldes (Bo- 
denwerth + Bestandswerth) darstellt. 

§ 2- 

RecurBionsformel für die Aufangszust&nde. 

Zur Zeit T, am Ende des ersten Abtriebs, ist das Alter der Bestände 
durch die Function 

/, = T — T 

dargestellt, and zwar für alle Werthe von x = 0 bis x = l. Mit Benutzung 
von (4.), (5.) hat man 

(«•) « - * (1 " t) t ; * • 

0 

Die Function giebt zogleich die Anfangszustande für den zweiten Abtrieb, 
und abernimmt für diesen genau dieselbe Rolle, welche t, bei dem ersten 
versieht. Wendet man also die Formel (6.) an, indem man l, an Stelle von 
tu setzt, so erhfiit man an Stelle von /, die Function <, für die Bestandalter 
im Anfange des dritten Abtriebes; setzt man f, für t ... so findet man fc, die 
Function für die Bestandalter im Anfange des vierten Abtriebes u. s. w. Die 
Formel (6.) ist also eine Recursionsformel zur Bestimmung der Functionen 

Ii, Jj, ... /„, . . ., 

welche die aufeinanderfolgenden Abtriebe characterisiren. Ich werde an Stelle 
dieser Formel eine directe Bestimmung von /. setzen, und werde dann zeigen 
welcher Grenze diese Function mit wachsendem » sich nähert. 

Um diese Untersuchung bequemer fahren zu können, fahre ich an 
Steife von /„ die Function 

(7.) „„(*) e^-Hr) 
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ein. Nil Benutzung derselben verwandelt sich (6.) in die folgende Formel, 
weiche zur Ableitung von m V. dieul: 

(8.) V-*iC«) = ttt , 

I) 

wo 

(9.) * = te-. 

Aus der Formel (8.) folgt, dass för »>0 immer ¥>„(/) =1. Setzen wir 

(10.) <M-)-f$. 

•o geht (8.) aber in 

Die Functionen x > >>nd aus (10.) nur bis auf constante Factoren bestimmt; 
wir können diese willkürlich bestimmen, indem wir an Stelle von (11.) die 
Gleichung selten: 

(12.) x ^(x) = x.V)-t Arf)* 

u 

Hierdnrch ist die Gleichung (11.) befriedigt; die- Functionen X . aber sind mit 
Hfllfo von (12.) völlig bestimmt, sobald #,(x) gegeben ist. Ich nehme an, 
Xo-=V.m wir haben dann die folgende Reihe von Gleichungen: 



(13.) 



*(«) = *(i)-4-A.(i)*, 

u 



Beicicbnen wir jetit durch y(x, ») die Reihe: 

(14.) T (*,.) = l +Xl (x)i+^(x)^-+X J (*J^-+-, 
so können wir die Gleichungen (13.) in die eine zusammenfassen, welche 
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entsteht, indem man dieselben der Reihe nach mit 1, y, ^ etc. multiplicirt: 

(15.) }{<p(*,,)-l} = *>(/,*)- |/Vo(l) + y(£,«)-l)<E. 

Diese Gleichung dient zur Bestimmung van <p. Differentiirt man dieselbe 
sr, so erhalt man für (p die Differentialgleichung 

aus welcher 

y(x,») = X+e-^Z-^f'e^v^m. 

folgt. Die willkürliche Constanle Z, welche hier von s abhängen 
stimmt man aus der Gleichung 

y(0,*)-l = £y(/,*), . 
welche entsteht, wenn man in (15.) x = 0 setzt. Man findet dann 

T-klJ e * 
Z = ü 



und daher 

(p(x,*) 



(16.) 



1+ 



* «"TT 

i 7 f * ^^im-Tj * ^V°Wl 



Die verschiedenen Functionen x. entstehen als Coefficienten der Entwicklung 
dieser Function nach aufsteigenden Potenzen von », und man beweist leicht 
a posteriori, dass die Coefficienten der Entwicklung von (16.) den Gleichungen 
(13.) wirklich genügen. 

Den Ausdruck y kann man auf die einfachere Entwicklung der Function 

«X 

(17.) &( x ,») = X l (x)±+X t (x)£+-.-=g^ 

Bd. LXVII. Heft. 8. 
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zurückführen, indem man setzt: 

Führt man hier für & und für e ' ihre Reihenentwicklungen ein, so er- 
gieht sich durch Vergleichung der Coefficienten 

(18.) x .(x)=x.( x y t/'^ 1+x -^^-¥ä^ 

uud daher 



(19.) 



o " 



Die Untersuchung der verschiedenen Anfangszustande ist hierdurch auf die 
Bildung der Functionen X zurückgeführt. 

§- 3. 

Bildung und Umformung der Functionen X m (x). 
Die Functionen X a (x) sind ganze rationale Functionen von x. Setzt man 

t _'„-. " <"■+«.»+«>•'+•••, 

$(*,») = «(a 1 +<r,. + o 1 .'+-)(l— 0 + 

|«.(-t)"" <~tT •-(-£>' — (-t) I 

Da ferner 



so hat 



= | + *(i-^+Ä"0+ir(i-^+«f--»)+-, 
so haben die Coefficienten et folgende Werthe: 
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1 

«. = T , 
1 

Cl = 7"' 
f 1 

J_ _2_ J_ 
°* ~ *« 1.4* + 1.2.*» * 

_ I *-2 (*-3)' (*-4)' A 1 

~ **"~T^~ + 1.2.**-* ~1.2.3.**-» +, " + ( ~^ 1 1.2...A-2.*' ' 

Diese Formeln geben sofort die vollständige Darstellung der Functionen X m . 
Aber es ist in dieser Form nicht möglich, zu übersehen, welcher Grenze 
dieselben mit wachsendem n sich nähern. Hierzu führt die folgende Umfor- 
mung derselben. 

Die Functionen X. entstanden als Entwicklungscoefficienten der Reihe 
&(x, *). Aber diese ist nur dann eine Function im eigentlichen Sinne, wenn 
sie convergirl, also für solche complexe Werthe von k, für welche der 
Modul von te~ l kleiner als * ist. Ich werde weiter unten zeigen, dass die- 
jenige Wurzel der Gleichung 

»e-* = k, 

deren Modul der kleinste ist, die reelle und evidente Wurzel t ist. Setzen 
wir also z> = M+r 1, so convergirt die Reihe & in der m, v Ebene innerhalb 
eines Kreises, dessen Radius kleiner als e ist. Man kann daher die Function 
£), wenn £ innerhalb dieses Kreises liegt, als bestimmtes Integral de- 
finiren, mit Hülfe der Formel: 



wobei das Integral in der «, © Ebene über eine geschlossene Curve genommen 
wird, welche aUe Wurzeln der Gleichung i = »e" ausschliesst, den Punkt 
r aber einschliesst. Und es wird also 



Jr» 



das Integral kann auf einen unendlich kleinen Kreis um den Punkt £ 
mengezogen werden. Man kann aber dieses Integral auch durch die Summe 
der entgegengesetzt genommenen Integralreste für die verschiedenen Wurteln 

33* 
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der Gleichung k = s e~* verwandeln , welche innerhalb eines sehr grossen 
Kreises mit dem Radius Ii liegen, vermehrt um das Integral der oben inte- 
grirten Function Ober diesen Kreis selbst. Die Wurzeln der transcendenten 
Gleichung, welche innerhalb dieses Kreises liegen, seien o,, o a , ... a m . Der 
Integralrest für o, ist 

man hat also 

(20 .) »CO - -cj c,-£Z-i) +i^r/^^r~ 

worin das Integral aber den Kreis R auszudehnen ist. 

Wenn, wie hier vorausgesetzt wird, der Modul von g kleiner als e ist, 
so ist er um so mehr kleiner als R. In dem Integral kann man also ^— 
nach aufsteigenden Potenzen entwickeln, und man erhält dann dasselbe in der 
Form: 

Ich werde zeigen, dass wenn x ein von Null verschiedener echter Bruch ist, 
die Function 



k — s e~* 

auf dem Kreise verschwindet, bis auf einen unendlich kleinen Theil, in wel- 
chem sie endlich ist; nur bei x = 0 wird sie auf einem endlichen Theil des 
Kreises endlich. Die Functionen also, welche mit £, £*, etc. multiplicirt sind, 
nähern sich für grosse Ii an jeder Stelle des Kreises der Null. Man schliesst 
daher, dass für grosse m das Integral in (20.) immer ausgelassen werdei 
und dass man also setzen kann: 

(21.) ^t)--gj (< ^ftfr- 0 , 
ausgenommen für x—0. Entwickelt man aber nach Potenzen von £ so hat 

und diese Formel ist selbst für x = 0 dem Obigen zufolge immer richtig, 
genommen bei n = l, wo für x = 0 eine Ausnahme eintritt. 



Digitized by Google 



Clebtch, über ein Problem der Forthciuenschafl. 



257 



Was nun die zu beweisende Eigenschaft der Function 

XL 

e~~r 

k-*e~* 

angehl, so convergirl dieselbe, da x positiv, für grosse Werthe von « offenbar 
gegen Null, sobald nur der reelle Theil von * negativ oder Null ist; dann 
kann die Function mit Vernachlässigung von k durch 

e «('"f) 

3 

ersetzt werden, was offenbar für grosse Ii verschwindet. Wenn dagegen der reelle 
Theil von » positiv ist, so kann man der zu betrachtenden Function die Form 

/(Hf> 
*•* -* 

geben, und 2 gegen ke' vernachlässigen, so dass die Form e erscheint, 
welche abermals gegen Null convergirt. Ausgenommen sind nur Werthe von *, 
für welche der Modul von e» mit dem von s vergleichbar wird. Zwar wird der 
Nenner nie zu Null, wenn nur, wie hier immer vorausgesetzt wird, der Kreis 
R nie durch einen der Punkte a geht; daher wird auch die Function auf dem 
Kreise nie unendlich. Aber sie wird endlich, wenn der Modul yt?+V von 
»=«-t-e^-l mit e" vergleichbar ist. Dies kann für grosse Werthe von yV+t> 1 
nur dadurch eintreten, dass u relativ klein gegen c ist. Setzt man also 
u = rcos<p, v = r&'m<p, und verwandelt dadurch das Integral in ein nach <p 
von 0 bis 2n genommenes, so verschwindet die zu inlegrirende Function 
immer, ausgenommen Werthe von <p, welche unendlich wenig kleiner als \n 
oder unendlich wenig grösser als \n sind, was zu beweisen war. 

§ 4. 

Eigenschaften der Gleichung k = »«""*. 
Die transcendenle Gleichung, auf welche die obige Untersuchung führt, 
hat, da A = «e~', die evidente reelle Wurzel * = *, welche der Voraussetzung 
nach kleiner als 1 ist Die übrigen reellen Wurzeln findet man als die Ab- 
scissen der Punkte, in denen die Curve 

y = e- 

von der durch den Anfangspunkt gehenden Geraden 
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geschnitten wird. Nun bat die Curve y- e T stets dieselbe Art der Krümmung ; 
sie nähert sich derAxe ) asymptotisch, und ihre Tangente nähert sich mit 
wachsendem x der Vertikalen. Die Tangente endlich, welche vom Anfangs- 
punkt an sie gezogen wird, bat die Gleichung 

y = ex; 

für den Berührungspunkt ist x = l, y = e. 

Da nun stets y>«, so schneidet die Gerade y = y dieCurve y = e* 
zweimal; und zwar einmal mit kleinerer, einmal mit grösserer Ahscisse, als 
die des Berührungspunkts der Tangente, welche gleich 1 war. Die tran- 
scendente Gleichung hat also nur zwei reelle Wurzeln ; die eine, t, ist kleiner, 
die andere grösser als t. Man bat also den Satz: 

/. Die tramcendente Gleichung te~* = *e~ z hat, wenn f <C 1, ausser 
der evidenten Wunel s = t nur eine reelle Wurzel, welche stets grösser als 
1 ist. Sie nähert sieh mit t der 1, und wird unendlich gross, wenn e sich 
der Null nähert. 

Um die imaginären Wurzeln zu discutiren, setze ich 

2 = u+vif-l; 
die Gleichung zerlegt sich dann in die beiden : 

u = *e"cose, 

e = *e"sine. 

Da die conjugirten imaginären Wurzeln sich nur durch das Vorzeichen von e 
unterscheiden, so genügt es, positive © zu betrachten. Für solche ist nach 
der zweiten Gleichung (23.} auch sine positiv, zugleich 

- _ • _ » •» . 

er = -7-1 — = — — • — er 

also auch u positiv und grösser als t, daher endlich nach der ersten Glei- 
chung (23.) auch cos«? positiv. Die Werlhe von © liegen also in den Inter- 
vallen 2mn bis 4m £ 1 n [m = 0, 1, .. .). 

Nehmen wir einen Werth von e als gefunden an, so finden wir für 
dazugehörige u die Gleichung 

u — &e B cost>. 

Wir finden daher diesen Werth als Abscisse eines Schnittpunkts der Curve 
y = e* mit Jer Geraden 

x 

^ ~" Aco*c 



(23.) 
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Diese Gerade bildet gegen die X-Axe einen grössern Winkel als die oben 
betrachtete; daher ist die Abscisse des einen Schnittpunkts kleiner als e s die 
des andern grösser als die reelle Wurzel der transcendenten Gleichuug, Die 
erstere kann hier nicht die Grösse u liefern, welche grösser als e sein sollte; 
daher hat man ferner den Satz: 

//. Die reellen Theile der imaginären Wurzeln von k = *e~* tind 
stein positiv und grösser als die von e verschiedene reelle Wurzel der Gleichung. 

Was die imaginären Theile der Wurzeln angeht, so können dieselben 
nach dem Vorigen nur in den Intervallen 

0 . . . \n, 2n . . . \n, An . . . \n, etc. 
liegen. Es entsteht die Frage, ob in jedem dieser Intervalle Wertbe von v 
liegen, und wie viele. Um dies zu untersuchen, eliminire ich aus (23.) die 
Grösse «. Man erhalt dann für v die Gleichung: 

& m *, 

V 

Die Wurzeln dieser Gleichung betrachte ich als Abscissen der Schnittpunkte 
der Geraden y = k mit der Curve 




Nun folgt aus dieser Gleichung 

du (x — tinxcoss)' -\-»\n*x 

dx x* sin x 

In den oben angegebenen Intervallen ist dieser Ausdruck stets negativ; daher 
fällt die Curve in diesen Intervallen bestfindig; es kann daher in jedem nur 
einmal y = k werden, also in jedem nur ein Werth von v existiren. Setzen 
wir nun die Grenzen der Intervalle ein, so finden wir: 

x = 0 :y = e, x = -^-:y = ~, 

a: = 27i:y = <x>, * = y 

9« 2 
* = 4*:y = °o, x = -2- : f = 9^' 

Da nun ~Z>e, so kann im ersten Intervall niemals y = y werden, wohl 
aber in jedem der andern. In dem ersten Intervall liegt also kein Werth 
von v, in den anderen je einer. Wir können die Intervalle noch beschränken, 
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indem wir statt der Grenzen ^, ^, etc. die entsprechenden Wurzeln der 
Gleichung 

e = «tgs 

einsetzen. Für diese wird immer 

cob| 

9 - nr» 

also kleiner als y, and die Wurzeln e liegen also zwischen 2mn nnd den 
entsprechenden Wurzeln der Gleichung £— *tgf = 0. So bähen wir noch 
den Satz: 

///. Die imaginären Theile der Wuneln der Gleichung k = »e~* liegen 
einzeln in den Intervallen 

„ 5« . 9« fi 13» 

An . . . -j-, 47T . . . -y , Ü7T . . . ■ ^ , elC. 

wirf sind jedesmal kleiner alt die entsprechenden Wuneln der Gleichung 

!_ e tg£ = 0. 

Diese Eigenschaften beweisen alles, was oben benutzt wurde. Die 
kleinste Wurzel ist e; die übrigen liegen so, dass sie durch passend gewählte 
Kreise R getrennt werden können, und die Radien der letztem wachsen bis 
ins Unendliche. 

§ 5. 

Grenze, welcher die untersuchten Functionen mit wachsendem n sich nShern. 
Die in §. 3. zuletzt gegebene Form der Functionen X m ist sehr geeignet, 
um den Ausdruck zu ermitteln, welchem bei wachsendem n diese Functionen 
sich nähern. Bezeichnen wir durch a die von e verschiedene reelle Wuriel 
der transcendenten Gleichung, durch a h die übrigen, so ist 

I /(*-t) fJH) ) 

X m (x) = -ir { ——-+ (<j _ 1> . +^ (<rA _, )o . j 

- -^l +7l c-i + 2 o k -\ K*))V 

Nun ist nach dem Vorigen der Modul von immer kleiner als 1; daher 
nfihert sich (-^-)" mit wachsendem n der Grenze Null, und man kann für 
sehr grosse n die Function X.(x) ersetzen durch den Ausdruck 



» 
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Aach hier wird noch das zweite Glied dem ersten gegenüber beständig kleiner; 
aber da, wie man sehen wird, die von dem ersten Gliede herrührenden 
Theile in den Functionen u\'x) sich zerstören, so muss man das zweite bei- 
i. 

Setzen wir den Grenzwerth von X m {x) in die Function Xmiß) ein, so 

' /_.,., _ ,±£ £££ 

Nun ist der erste Theil des von 0 bis / genommenen Integrals mit Rücksicht 
auf den Werth von y«i 

/(*"f) r x 
t)f- 1 e *' ,a,< ^ = J(«-i)«— V 



Aber nach (3.) wird, wenn wir f = 0, und also auch £ = 0 setzen : 

u 

Daher nimmt das untersuchte Glied den Werth 

an, und hebt sich sich gegen das erste Glied in auf. Es bleibt also: 

*(-)- 4? (•-f/'«'^(^)-T^/'( l ^rv^. 



Das erste Glied rechts ist hier von dem Index n bereits unabhängig; das 
zweite nähert sich mit wachsendem » der Grenze Null. Denn erstlich wird 
jedes Glied des Integrals mit einer immer höheren Potenz des echten Bruches 

— — * mulliplicirt; zweitens nähert sich auch der Ausdruck 

Journ»! Kt Muhrmati k Bd. LXVII. Haft S. 34 
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i ,2...n— i 

fortwährend mehr der Null, wenn man einen Werth von n erreicht hat, 
welcher grösser als a ist. Für grosse n kann man also endlich setzen: 

*<•) - ~F ^T^T-O-f/ e MM«*)« 
Daher wird nun auch 

und endlich 
oder 

Diese Gleichung lehrt, dost die Abtriebe bei wachsendem n schliesslich 
von dem Anfangsiustmde des Waldes völlig unabhängig, und ihrem Ver- 
lauf nach völlig gleich werden, da ihre Anfangssustände einander gleich sind. 

Setzt man diesen Ausdruck von /. für t» in die Formel (4.), so er- 
halt man für die Schlagzeit r bei dem aus grossem n hervorgehenden nor- 
malen Betriebe: 

e — t x 
T = — T' 

also 

o — t 



m 



Es wird also jeder Baum in gleichem Alter ~— gefällt; und dieses Alter, 

die normale Umtriebsteii , erhalt man, indem man die von Null verschiedene 
reelle Wurzel u = a—e der transcendenten Gleichung 

ie» = fi+t 

durch log nat 1,0p dir i dir l. 

Die so berechnete Umtriebszeit ist etwas verschieden von derjenigen 
u, welche die in der Forstwissenschaft übliche Formel 

i_ e— — 1 
* ~ «.0,0p 

liefert Dieser Unterschied rührt davon her, dass wir nicht jahrliche, 
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stetige Nutzung angenommen haben. Aber diese Differenz ist Äusserst gering, 
namentlich wenn die Umtriebszeit einigermassen gross ist. Bezeichnet man 
die oben abgeleitete Umtriebszeit durch T, so ist unsere Formel 

t ~ T. log nat 1,0p 

Nun ist 0,0p sehr klein, log nat 1,0p von 0,0p nur um eine Grösse verschie- 
den, welche von der Ordnung (0,0p) 7 ist. Daher kann man auch setzen 

T = «(1-ma), 

wo das hinzugefügte Glied wegen des Factors m eine kleine Correction giebt; 
und man findet 

i 

eine Grösse, welche nm so kleiner ist, je beträchtlicher die Grösse der Um- 
triebszeit u ist 

Die Formel (25.) stellt übrigens den einzig möglichen Anfangszustand 
dar, welcher sich stets unverändert bei jedem Abtriebe reproducirt. Sucht 
man nämlich aus (6.) eine solche Function Am welche gleich t t ist, oder aus 
(8.) eine Function y/„, welche gleich «st, so sieht man zunächst aus (8.), 
dass diese Function ihrem Differentialquotienten proportional wird. Daher ist 
sie eine Exponentialfunction; dasselbe tritt daher bei ein, und man kann 
setzen 

^ = ^ = Ae^\ 
Führt man dieses in (6.) ein, so findet man 

was zu beweisen war. 

§ 6* 

Modifikationen, welche bei Benutzung der einfachen Zinsrechnung eintreten. 
Bei der Methode der einfachen Zinsen, wird die Formel 

y = ß(l,Op"-1) 

ersetzt durch die Formel 

y = B. 0,0p. «. 

Man kann diesen Fall immer als speciellen Fall des vorigen ansehen, und 
zwar auf folgende Weise. Nehmen wir an, der Zintftus p sei unendlich klein, 

34* 
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der Bodenwerth B unendlich grou, Hur Product aber endtick, und mar gleich 
dem Produetf eine* ftngirten endlichen Bodenwerth» ff mit einem ftngirten 
endlichen Procent p'. Dann erhält man aus der ersten Formel: 

y - B(l+«.0, Op +^-(0, Op) 1 .— l) = Bu.O, Op = ff.u.O, Op'. 

Für h erhalt man nun den Ausdruck: 

IK=B /(«•''- i)dx = Bf l nt»dx = ff. 0, Op'f'^dx, 

welch« endlich bleibt. Aber da B unendlich gross wird, so hat man 

B . K 

unendlich wenig von 1 verschieden. 

Was nun die Vorgänge des ersten Abtriebs betrifft, so findet man an 
Stelle der Formeln (4.), (5.), (6.) die folgenden: 



T-i-fe-^dx, 



fi = T-x = ~ \ ef l e~'T~t u dx-e J rf X e ^drj- 
Fflr den normalen Zustand bat man 

wo fi die von 0 verschiedene Wureel der Gleichung 

eer* = 

ist. Da nun t nahe an 1 rückt, so rückt nach §. 4 auch a = fi+t nahe 
an 1 , und n selbst ist also von 0 sehr wenig verschieden. Wahrend man 
also bei der Berechnung der imaginären Wuraeln der transcendenten Gleichung 
ohne Weiteres « = 1 setien darf, so darf doch bei der Berechnung der reellen 
Wurael dies nicht geschehen; vielmehr erhält man 



- r =i +T ,.. = __ = i +T . 

also 
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Setzt man dies in die Formel (26.) einj so findet man 

'*~B.O,Op\ 1 IV tf.O.OjA 1 l* 
Die Umtriebszeit ist also durch die Formel 

2K 

T = F. 0,0p' 

gegeben. 

Ich übergehe die bei den andern Punkten der Untersuchungen 
tretenden Modifikationen, welche leicht zu finden sind. 

Glessen, den 14. April 1867. 
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Sur l'ordre des conditions de la coexistence des 
equations algebriques a plusieurs variables. 

(Par M. Samuel Robert, a Londres.) 



Lo beau memoire de M. Jonquitre* sur les problemes de conlact des 
courbes algebriques (ce j ouraal, Tome LXVI, cahier 4) me donne l'occasion 
d'offrir des resultats auxquels, de mon cöte, je suis par venu independamment 
en faisant usage d un principe analogue ou plulöl identique. Les questiona 
dont je m'occupe, se rapporlent ä l'ordre des conditions necessaires pour que 
les equations donnees puissent coexister. Pour demonlrer on pour decouvrir 
plusieurs theoremes relatifs a des fonctions generales (mais toujours algebriques) 
on substitue au Systeme donne un Systeme de facteurs lineaires. Par exemple, 
si S equations, renfermanl k variables independantes, doivenl avoir une So- 
lution commune, il est perrais d'employer, au Heu de ces equations, S produits 
composes de facteurs lineaires, en observant que l'ordre des conditions de 
coexistence ne peut changer de valeur ä cause de cette reslriclion. 

L'ordre d'un Systeme de conditions explicites, dont le nombre n'est pas 
plus grand que le nombre des variables qu'elles renferment, est le produit 
des degres des equations de condition. Mais en cas que les conditions se 
trouvent implicites et qu'on introduise des systemes etrangers par nolre pro- 
cede d'elimination, l'ordre du Systeme sera le produit des equations derivees 
moins la somme des ordres des systemes etrangers. Par exemple, si l'on a 
simultanement 

(1.) Ax +By = 0, 
(2.) A'x+ffy = 0, 
(3.) A"x + B"y = 0 

et qu'on elimine x, y successivemenl entre (1.), (2.) et entre (1.), (3.)^ on aura les 
conditions AB'-A'B = 0, Aß"-A"B = 0, en introduisant, cependant, le Systeme 
etranger .4 = 0, J? = 0. Pour obtenir l'ordre net, il faut soustraire l'ordre 
de ce dernier Systeme de l'ordre des equations derivees. Encore, si l'on a 
simultanement 
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(4.) Ax + By +C* = 0, 

(5.) A'x + B'y +C'* = 0, 

(6.) A"x + B"y +C"z = 0, 

(7.) A"x + B"'y + C"'* =.0 

et qu'on elimine x, y t * entre (4.), (5.), (6.) et entre (4.), (5.), (7.) 
Ig resultal sera d'un ordre connu. Mais, le Systeme 

ABC 

elant etranger, il faul sonstraire 1'ordrc de ce sysleme de celui que nous 
de trouver. 

Soit propose le Systeme lineaire 

A,x + B,y 
A 3 x+B 3 y 



A,x + B t y 

oo A„ A t , . . . A, sont constants, mais oü . . . B, designent des 

fonctions du degre « ä l'egard d'autres variables, et qu'on demande l'ordre 
des conditions de la coexistence du Systeme, c'est-ä-dire des conditions ne- 
cessaires pour que les equations puissent avoir une racine commune. Dans 
ce cas, il est aise de montrer que l'ordre demande est a*~'. En effot, si l'on 
admet que l'ordre des conditions relatives ü un Systeme de $—1 equations 
formees d'une tnaniere 9emblable, soit a'~ 7 et qu'on considere 1° le Systeme 
renfermant les t—i premieres equations, 2° le Systeme renfermant la premiere 
et la derniere des equations, on trouvera l'ordre a*~\ en prenant les ordres 
de ce9 systemes, savoir et- 2 , a, et en multipliant Tun des resultats par l'autre. 
Le Systeme etranger est 

A 3 = 0, 

B. = 0, 
AiX+B^y 
A 3 x + B,y 



= 0. 



A^x+B^.y I 

On voil la meine chose en eliminant x, y entre la premiere et la seconde, la 
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premiere et la troisieme etc. des equations. En ce cas, la correction generale- 
ment effective s'evanonit, et an facteur de l'ordre da seol Systeme etranger 
sera l'ordre de (^,=0,^=0), qui est nul. On voit facilement qne la for- 
male est vraie pour t = 2, § = 3, ce qui demontre la proposition. 

Sapposons maintenant que les lettres A ti A,, ... A, designent des 
fonctions des degres fa, . . . p, par rapport aox variables secondaires, et 
que les lettres 2?,, II. ... B, designent des fonctions des degres «j + a, 
m+a, . . . fi,+a par rapport aux memes variables. II est important d'ob- 
server que l'ordre des conditions dont noas nous occupons, ne depend qae 
des degres des coefficients et qu'il ne depend point de leurs formes specifiques. 
D'apres cela, on pent supposer qae les coefficients de chaqae equation 
A r x+B p y = Q contiennent an facteur du degre fi, par rapport aux variables 
secondaires. Dans cette supposition, l'ordre des conditions deviendra 

si Ton represente par Jt' , u) la somme des produits des quantites n l fju l .,.fi, 
prises p ä p, en faisant usage da resultat precedent. En effet, on voit que 
le Systeme peut coexister en cas que t des equations prises arbitrairement 
coexistent, et que les fonctions s'evanouissent, par lesquell es on multiplie les 
equations restantes. L'ordre particulier, qu'on obtient dans cette sapposition 

est o'-'jT^), et l'ordre total s'exprime par {fi)} si Ton fait nsage 

d'une notation bien connue. Par consequent, la formule (.4.) exprime l'ordre 
cherche dans le cas general. 

Si l'on remplace j*, par a+ji M fi t par a+p,, //, par a + /i, et ainsi 
de suite, je remarque que l'expression (A.) peut se mettre sous la forme abregee 

D(*), 

le symbole D indiquant l'operation 
et # etanl ecrit a la place de 

Je remarque aussi que le resultat conservera la meme forme dans le cas oü 

Ton substitue P au lieu de P" au Heu de P"' au lieu de 

et ainsi de suite, Substitution qu'on fait a6n d'exclure des Solutions etranger es. 
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Soil propose un Systeme de i equations lineaires, renfermant * variables 
independantes, savoir 

A l x+B t x l + C l x 1 +"+T t x k _ l + V,x t = 0, 

A 1 x + B,Xi + C,x } -\ \-T,x k . t + Vjx t = 0, 

A s x+B s x l + C s x,+.~+T s x>_ t + V 3 x k = 0, 



A,x + B,x t + C,x,+- + T.x i _ t +V t x t = 0, 
les ordres des A n A } , A x , . . . A,, par rapport aux variables secondaires. etant 
r»n f'i, f»% ••■ /*.; ceux des ... B. etant /<, + «,, v 7 + a» 

••• + ceux des C„ C, C„ ... C, etant + 
,ii,+c j? ... + et ainsi de suite, jusqu'a K M F„ T 3 , ... K„ dont les 
ordres soient /*,-}-a», + + • + 

En representant par S,(« f ) la soninie des puissances et des produits 
de er,, er,, ... d'ordre p, je dis qne f ordre des conditions de la coexislence 
du Systeme propose est 

(IL) S(«*) + S t>»)f 0) + S C**)f £>)+-».«). 

Admettons que cette expression convienne ä un tel Systeme renfermant k—i 
variables independantes, et considerons d'abord le Systeme donne en excluanl 
les termes V t x>, K,x„ ... V,x„. Dans ce cas on a, par hypolhcse, pour 
Tordre 

t B t M+S Q)+ Jj t M$ fr«)+ ->-+8M£(fi)+ J^Qh 

expression qui est de la forme 

0?.) «d.-' + «ZT 1 P"+ etc. 
Mais, en tenant compte des termes exceptes, le Systeme secondaire dont nous 
venons de trouver Tordre ä Tegard des variables secondaires, se trouve de 
Tordre 1 ä Tegard des quantites x„. Outre cela, il nous faul observer qu'en 
admettant x>_,, x k dans ce resultat, on admet toujours Tincrement a t — «*_, 
(il est permis de poser a»>«*_i) a Tordre des coefGcients affectes de x t . 
Par exerople, soit donne le Systeme simple 

AiX-\- B,x l -f- Ci&i 

AjX+BiXt + CtXi 

A j x + B 3 x t + C| Xi 

A+x+Bt^+CtX,' 

Journal für Mathe m»t,k Bd. LXVU. Heft 3 35 
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on obtient le Systeme derive 

A, [B, x, + C, x,} - A, (B, x, + C, x,) \ 
J l (Ä J x, + Ciaii)-J J (Ä J x I + C l xi)j =0 
.4, {B.x, + CäJ - yl 4 ( ß, x, + C, x ä ) ) 
dont l'ordre, par rapport aux variables conlenues dans les coefficienls, est 

+ + "») («i + "i + (äi , c'esl - a - dire cj + er', Q'+ «, Q"+ p"'; 
mais il faot faire une correction de cel ordre, eo substiluant 

al+atP+atF'+P". 
En cas que cette quantite ne soit pas decomposable en trois facteurs nume- 
riques et entiers. Irois equations ä des indices entiers ne peuvent representer 
les condiiions, loat de meuie que deux equations renfermant deox variables 
independantes ä des indices entiers ne peuvent representer an nombre premier 
de points ü moins qa'ils ne se rangenl sur une droite. Maintenant, en con- 
siderant le Systeme binaire enlre x 4 _,, x k , on a pour l'ordre des conditions de 



en ecrivant, ponr abreger, <i>' ä la place de l'expression (/).) et en indiquant 
par le Symbole D l'operation saivante 

t*-*J n$=S+ fr+(*>-*^ Ufr- ») +" 

II n'est pas difficile de voir qne ce resultat peot se mettre sons la forme 
(B.). Car on a, d'nne maniere symboliqae: 

> t — Oi_,)-r- («*— «*-0- 



-« $ f («M) = e dtf *- , {«^.+°r:!s,(«*-,)+etc.+s J>1 :a^ t )} 

= «: + aT'S, («h] + ctc.+ S, (a M ) ; 
et il resnlte de la qu'on aura 
d 



en regardant et»— a t _ t 
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Mais nous avons dejä monlre que la formule (B.) convient ä an 
Systeme binaire; ce qui complcte la demonstratio!]. 

M. Salmott est parvenu, par induction, au men»e resultal, en I'etablissant 
rigoureusement dans les cas oü *=*+2, * = *+3*). Au reste la formule 
est vraie, evidemment, pour * = k+l. 

Designons maintenant par 

P„ (Ax+Bx t + Cx, + • • • Tx^t + Vx k ) 

un produit de © facteurs dune forme semblable ä ceUe qui se trouve repre- 
sentee. Si Ton a le Systeme simultane 

iP m ,{A l xi-B l x l + C l x l + '.- + T l x k _ l -\-V l x t ) = 0, 

lp mt (A.x+B,x l + C.x,+...+T 1 x k _ l +V,x k ) = 0 

les lettres A n >4„ . . . ; B„ B,, ... etc. conservant leurs significalions pre- 
cedentes, et qu'on propose de trouver l'ordre des conditions necessaires pour 
que ces equations puissent avoir une Solution commune. 
On a, tout d'un coup, pour l'ordre cherche 

Car on peut former m t m,...m. System es lineaires distincts en prenant toujours 
un facteur de chacune des equations. Or, si Ton developpe les produits, on 
obtiendra des fonctions dans lesquelles les coefBcients des x"', ar% ... x-< 
seront des ordres w,^, ... respeclivement, ceux des xT'-'x, , 

oj^-'ar,, ... xT'-'xt seront des ordres •»,«,+ «,, mj.Uj+a,, ... m.a^+o,, et 
ainsi de suite. 

Donc, en mettant l, au lieu de m,,«,, au Heu de b»,^ } , etc., je dis 
qn'on aura pour l'ordre propre a un Systeme general la valeur 

<c.) ^T(»(*>i,(ll 

ou. ce qui revient an meme, 

i S (a i )m l m i .,.m.-\- S (a k )S/t t «,...«,+ S (o 4 ) Sft, «,+ ••• 

+ S(a.) ^fiifhfi^tm^ ...m t + 2fh . . . . . . m, 



•) Voyc* ses „Lewons introductory to the modern Higher Algebra«, Edition 

35 • 
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En cas que soit un nombre fraclionnaire. on peut observer qu'on 
obtiendra le niöine resultat en distribuant l'ordre /, entre les facteurs d'une 
inaniere quelcortque otin d'eviter les expressions fractionnaires. II est ne- 
cessaire, seuleraenl. quo les increinenls et,, et,, et,, etc. demeurent les niemes 
daus lous les fatieurs. 

Appliquons tout de suile la formule (C.) ä un exemple. On propose 
de trouver l'ordre des condilions necessaires pour qu'une courbe algebrique 
puisse posseder un point de rebroussement. 

Soit u r = 0 l'equation de la courbe, u r etant une fonetion du degre r, 
homogene ä l'egard des coordonnees Irilineaires x, y, *. Supposons, de plus, 
que le coefficient du lerne nfTecle de x r contienne d'autres variables au degre 
V, et que l'ordre du coefficient d un terme quelconque eprouve les increments 
a,, a 3 toutes les fois que le terme est affecte de y, s respeclivement, en sorte 
que le coefficient de r'~'y est de fordre (*-f c,, celui de x'^ya' est de l'ordre 
(*+a,4-2w,, et ainsi de suile. 

II faudra que les coordonnees d'un point de rebroussement salisfassent 
aux cquations 

, s dur_ d±_ d^_ dV_rfV f d*u r V _ ft 
v m) dx ~ dy ~ d» ~ dx* dy* \dxdy) ~ 

Ainsi, metlons dans la formule (C) # = 4, fr = 2, r— 1 au lieu de m,, w,, 
m, respeclivement, 2(r — 2) au Heu de m«; p, ei«,, c- «. . 2p-f2cr, au lieu 
de jU n /<j, /'j, ,«». De cette maniere on obtient fordre des condilions de 
coexistence sous la forme 

2 (r- 1 A'e+a.Xfy+cti+Oj) + 2 (r-1 )(r-2) (3p' + 2 P + «,0,) 

1 2(a,+a 2 ){(r-l)\p+o,)+(r-l)\r^2)(3p+o,+<r J )} \2{r-\f{r-2){a\-* aj+ß,a,). 

iMnis il fnut observer que les coordonnees d'un point double situe sur la droite 
(» m 0) satisferont aux condilions (y.). Par consequent, on doit sonslraire 
l'ordre qui appnrlicnt ä ce cas. 

On n, par rapport ä un tel point double, 

du r _ du r _ du r _ ^ _ Q 

L'ordre do co Systeme est par (C.) 

(6.) (r-l)(3(> J + 2(« 1 + « 1 )p + a I a J )-f(''-l) , (3<»+a 1 4-«,)«i + (r-l) , «I. 
Nous dovuns prendro le double de ce resultat parce qu'il se rapporte ä un 
point double. Erißn, on a 
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|(*)-3(6.) = 12(r-l)(r-2) ( r + 8r(r-l)(r-2)(a,+a 1 )p 

I +2r(r-l)(r-2)(r+l)« 1 o I + 2r(r-l) , (r-2)(«l4-«J), 

ce qui est f ordre cherche. 

Pour donner un autre exemple de l'application de la formule generale 
que nous venons d'etablir, on propose de trouver l'ordre des conditions ne- 
cessaires pour qu'une surface algebrique puisse posseder an point double tel 
que le cöne tangent seit compose de deux plans (c'est-ädire le point double 
doit etre bi-planaire). 

Soit V r — 0 l'equation de la surface, V r etant une fonction du degre 
r, homogene a l'egard des coordonnees qoadri-planaires x f y, z, w. On sup~ 
pose que le coefficient de x' est de l'ordre (> ä l'egard d'autres variables et 
que les increments des ordres des coefficienls par rapport a y, », v> sont er,, 
a„ et, respectiveruent, en sorte que l'ordre, par exemple, du coefficient de 
x r ~*y**w soit (» + c 1 + 2fl J +c,. Les conditions auxquelles les coordonnees 
d'un tel point double bi-planaire doivent salisfaire, sont 

.% , dV, dV r dV r dV r „ n 

la lettre H etant ecrite pour le detenninant 



d % V r 


(TV, 


d'V r 


dx % ' 


dxdy ' 


dxd% 


d*V r 


<rr r 


<rr r 


dxdy ' 


-dy> 


dyd* 


d*V r 


<rv r 


d*V r 


dxd% ' 


dydi ' 


~dV 



Par consequent, nous devons mettre dans la formule (C.) < = 5, * = 3, r— 1 
au lieu de m n »h-, n h ■ m* respectivement, 3(r— 2) au Heu de m,, p, p+o,, 
P + P+°j* 3(»+2o 1 +2o 1 au lieu de ,u,, /u,, /i„ /* 4 , fi t . 1t resulte de lä 
que l'ordre du Systeme se met sous la forme 

3(r-l) , (r-2){6(, , + 3(a l +a 1 +a J ) (> +o l o I +« 1 a J +o a o,} 
■+ (r -1 f (4p + «,+ «a+ «,) (3<> + 2a,+ 2a,) 
+(a 1 +«,+ « J ){(r-l) 4 (3p + 2« 1 +2« l ) + 3(r>-i) , (r-2)(4p+a.+«,+a ) )} 
+ 3 (r-l) 4 (r- 2) (oj 4- ^+«5+ «i « 2 + «i «,+ « a «j). 
Mais il faut observer que les coordonnees d'un point double situe dans le 
plan (k = 0) satisferont aux conditions ( J. :. Par consequent on doit soustraire 
du resultat obtenu ci-dessus le double de l'ordre propre au Systeme 
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dV ' „ dV r = W = dV r ^ = 0 

dx ~ dy da d» 
En mettant dans la formule (C.) »=4, A = 2, et en substituant r-1 ä la 
place de m„ »»4 respecüvement , p+«i, P+o», P + « s ä la place 

de «i, ju s , ,«4 respectiveraent, on aara 

(r-1)* { 6p'+ 3 («,+ «,+ «,)<> + «i «»+ o, «,+ o,c,} 



(6 '° I +<r-l ? (o,+ cr t ) (4p + a, + o,+ o,) + (r -1 ) 4 (a 1 , + «? + «J). 
Knhn. on trouve 

I (a'.)-2(6'.) = 30(r-ij>-2)p I +15r(r-l)V-2)(« 1 +a,+ «,) ( , 
( c -J | + r(r _! j. (r _ 2 ) (3r +2) («,«,+«,«,+«,«,) +3r(r- 1 )\'r-2) («?+«'+«') 
ce qai est l'ordre cherche. 

Lc meme procede que nous venons d'employer peut s'etendre au cas oü les 
syslem es dequations doivent avoir deux ou plusieurs solations dislinctes communes. 
Prenons le Systeme 

P^x+B^+Cx,) - 0, 
P^AiX+B^ + CxJ = 0, 

en supposantque A,, B ti C, designent des fonctions des degres ^J-, ^ +a ^ 
— + «,, que A t , Ä,, C, designent des fonctions des degres — 

et que -4,, £„ C, designent des fonctions des degres — + a M 

Consideroos, premierernent, un Systeme qui contient deux facteurs quel- 
conques de chacune des equations, savoir: 

K,.L t = 0, 
%.£, « 0, 
= 0 

en represenlant par les lettres les facteurs respeclifs. Ce Systeme nous 
donne l'ordre 

Car on a, par exemple, les deux systemes 



= 0, U 

u 



= 0 



qui nous donnent l'ordre <p 7 . II y a qualre systemes analogues. 
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Considerons, en second Heu, un Systeme qui contient deux facteurs de la 
premiere equation, deux facteurs de la seconde et un facteur de la derniere, savoir 

= 0, 
K 7 .L t = 0, 
K 3 = 0 

d'oü l'on tire, de la meme moniere que ci-dessus l'ordre = 2<p 7 . 

Considerons, enfin, un Systeme qui contient deux facteurs de la premiere 
equation et un facteur de chacune des autres, savoir 

K t .L t = 0, 
K 2 = 0, 
= 0, 

equations d'oü nons tirons l'ordre (^-) +(— ) +^ 1 -+(o 1 +a J )(^ L +— 

en faisant coincider h . A", II s'agit maintenant de determiner les inultipli- 
cateurs numeriques des ordros que nous venons de trouver. On obtient, par 
le calcul des combinaisons, les expressions 

m. .m..m t (m, — 1 ) (m, — t ) (m. — i ) m, . m, . m, (m, — !)(«», — 2) w i m t m i('", — 0 

(TT25 3 — ' rJ35" » o 

Donc, en formant les termes symelriques, on aura, poor l'ordre des conditions 
ä remplir pour que le Systeme donne puisse avoir deux Solutions distincies 
communes (mais peut-etre infiniment voisines), l'expression suivante 

H + ^ 1 - 1) ((^)V(^)V^ + ( ei + aX^ , + ^) + « 1 « J )!- 

Je dis donc que ce resultat n'est autre chose que l'ordre des conditions 
propres ä un Systeme de trois equations generales des degres m,, «*,, m,, 
les coefficients de x"\ x-, x"" etant respectivement des ordres /u„ fh, ^ 
ceux de x-'-'x^ x-'-'x,, x-'-'x, etant respectivement des ordres /i.+o,, 

et ainsi de suite; en dautres termes, c'est l'ordre des conditions ä 
remplir pour que trois coorbes planes puissent avoir deux intersections communes. 

La formule s'accorde avec celle que M. Smlmon a trouvee en suivant 
une route diiferente *). 

*) Vojez sea „Leaaons introductorr to the modern Higher Algebra", Edition 
eeconde, p. 288. Dans une note vera la fin de ce livre l'auteur a bien voulu faire 
mentiou de la m^thode de ce memoire. 
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Les memes procedes nous conduisent ä une forroule plus generale, 
applicable au Systeme (/'.) en faisant # = *+l. 11 n'est pas necessaire d'entrer 
dans les details de la methode qui ne differe pas de la precedente. L'expres- 
sion deviendra 

[(m 1 -l)(« J -l)...(« 4 _ 1 -l)+^m 1 -l)(m 1 -l)...( W4 -l)+~ 



( 



+s(»,-i)(»,-i)][iA+jr«J 
+*S-'>[?(^)-^(*7t) 



Proposons-nous d'appliquer la form nie (D.) n la determination de Pordre des 
condilions necessaires pour qu'une courbe plane puisse avoir deux points dotibles. 
Les coordonnees d'un tel point satisferonl aux equations 

dV r _ dV, _ dü r ^ Q 
dx dy dt ' 
si nous conservons nolre notation precedente. 

Mettons, donc, dans la form nie (D.) obtenu ci-dessus r— 1 au lieu de 
tu,, nhy «3 respeclivement, p, (i+«„ p + Ci, au lieu de/i M respective- 
ment. De lä on oblient Pordre 

(r-0(r-yfr + i) (8> + r(Bi + a|)r 

+ ^ 1 |^{V+6rf«,+a t )p+3fr-l)V 1 « 1 )+2(r-l)(« 1 ^^ 

Mais il faut soustraire de ce resullat Pordre propre ä un point de rebrousse- 

ment. savoir la quanlile (c). Enfin, il resulle que Pordre demande est 

(r-l)(r-2)'(r+l)[3p+r(«, + «,)r 

_ (r-\Kr g) [15 ^ 10r(C|+gj)() . fr(r+ 6)a,« i -h2r(2r-3j(ttl+«j)]. 

Proposons-nous de trouver Pordre des conditions necessaires pour qu'une sur- 
face algebrique V t = 0 puisse avoir deux points double9. II faut mettre 



dV r dV r dV r dV r 

En posant, donc, dans la forroule (#'.) * = 3, et en substituant r— 1 au lieu 
de m m mj, n»« respeclivement, p, p4-«i» P + au lieu de ,u„ 

/*3, ^ on a 

(r-0'(r-2)'(r'+2) {4p+ (g|+ ^ + ^ 6^^ |2V+t^-K+%) 
+3(of]+a5+oJ)+2(o 1 ttj+o,a J +a,Oj)+(r-l)(12p+3(a,+o 1 +o J )+4(r-l) I (ef I a 1 +«,ffs+ < ^°j)}- 
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En retranchant de ce resullat l'ordre (c.) qui sc rapporto ä un poinl double 
biplanaire, on oblienl 

+ 3r(2r-3)(aJ + «H«?) + 2r(2r+3)(« 1 « J + «,« J + « 1 « J )}, 

ce qui est l'ordre cherche. 

On pourrait elendre la melhnde ä plusieurs problemes du meme genre. 
En suivant la meme voie je suis parvenu ä l'expression de l'ordre des con- 
ditions neccssaircs pour quo qualre courbes planes puissenl avoir deux inter- 
seclions communes. A present je ne veux donner que l'expression de l'ordre 
des conditions uccessaires pour que Irois courbes planes puissenl avoir Irois 
points comtnuns. En conservant la nolation que nous avons employee ci- 
dessus, l'ordre s'exprime cnrame il suil 



+ 2 



(m,-IX»',-2» t -<Xm t -2)Cm 1 -<X"> i -2) 
2.3 

(m-IXw.-lXw.-^Xw.-OCm,^) 



+ ~ 2.3 

3 ^ (t,-lX'».-2X".-«X«" 1 -<) 
2 



+ S 2 

+ v C». - Ot>. - 0 + 4 [>t _ 1 Xwh _ 1 } ' 
: ( (»,-iX»,-g X».- <X».-0 | (w,-<x*».-2)C"'.-i) | (*». -«X*i-0 

+(% _ 1)( ^i XB ,-i)X£L + a + a +M .^(^. + aÄ(a + Ä) 

+w ,Ä=^=a +3^ +(«.+ *) (3^ + 3 Ml) 

+ (»:+ «;+ «, «o (3 & + £) + («;+ «;+ «;«.+ «.«?)) 



(«r-l)(-^l)Ä(&+^(5i+«.> 

M.themAtik Bd. LXVII. Heft S. 
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L'etablissement de ce resullat nY<i pas tres-difücile, mais il demunde ne- 
cessaircinent un procede assez long, vu qu'il faut considerer sept especes de 
systemes elementaires. Ea representant des facteurs hypothetiques des equations 
par des leltres. 011 peut designer les systemes elementaires comme il suit 

A • B .C A. B .C A.B.C A .B .C A .B . C A. B .(' A .B 
D.E.F D.E.F D.E.F D.E DE D DE 
G.H.K Q.B G GH G G G . 

De celte maniere, le probleme se reduil a la determination des ordrcs propres 
ii des systemes lineaires. 

II est evideut qUon peut resoudre beaucoup de problemes particuliers 
au moyen des formules generales que nous venons de trouver. 

Londres, 14. Fevrier 1867. 
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Untersuchungen über Strahlenquadrupel #). 

(Von Herrn 0. Hermes.) 



W enn man einen beliebigen Punkt eines von den vier ein Strahlen- 
quadrupcl bildenden windschiefen Strahlen (1.), (2.), (3.), (4.1, elwa den Punkt 
p des Strahls (1.), mit einem zweiten Strahl, etwa (2.), durch eine gerade 
Linie verbindet, welche nötigenfalls verlängert den Strahl (8.) durchschneidet 
und von dem auf (2.) liegenden Punkte q dieser Verbindungslinie geradlinig, 
den letzten Strahl (4.) durchschneidend, zum Strahl (1.) zurückkehrt, oder kürzer 
ausgedrückt, wenn man vom Punkte p des Strahls (1.) geradlinig über (3.) nach 
(2.) geht und dann über (4.) nach (1.) zurückkehrt, so ist der dadurch auf (1.) 
bestimmte Rückkehrpunkt p^ (i. d. vorigen Abh. p hi ) im Allgemeinen von dem 
Autgangspunkte p verschieden. Sollen die Punkte p und /jj zusammenfallen, so 
ist dazu entweder eine besondere Lage des Ausgangspunktes p erforderlich, 
nämlich auf einer der beiden, alsdann reellen, Leitlinien des durch das Strahlen- 
quadrupel bestimmten Strahlensystems der ersten Ordnung und der ersten 
Classe, oder es müssen die vier gegebenen Strahlen selbst eine besondere 
Lage zu einander haben. Die dazu erforderliche Bedingung (pag. 162) ist 
ganz unabhängig von der Lage des Punktes p auf dem Strahl (1.), so dass 
also bei dem in Betracht gezogenen Sirahlenquadrupel Ausgangspunkt und 
RQckkehrpunkt zusammenfallen, von welchem Punkte des Strahls (1.) man die 
Construction beginnen mag. Das Slrahlenquadrupel heisst alsdann hyperbo- 
loidisch, weil sich durch die Strahlen desselben ein Hyperboloid legen lässt. 

Eine erste Ergänzung dieser Eificnschaften der Strahlenquadrupel hat 
sich ergeben beim weiteren Verfolge der gebrochenen Linie pqp^ indem man 
von /), als neuem Ausgangspunkte geradlinig zuerst über 4.} nach (2.) geht 
und dann über 3.) nach (1.) zurückkehrt: wenn man jetzt und für die Folge 
von der besonderen Lage des Ausgangspunktes p auf einer der Leitlinien ab- 
sieht, und es soll der neue Rückkehrpunkt j>'„ — der frühere Rückkehr- 
punkt soll von nun an mit dem Index 1, also als der Punkt pi, bezeichnet 
werden, — mit p zusammenfallen, so muss eine bestimmte Bedingung erfüllt 
werden (pag. 164), durch welche ebenfalls die Lage des Punktes p auf dem 

*) Zusatz zu der Abhandlung p. 153 dieses Bandes. 

36» 
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Strahl (1.) ganz willkürlich gelassen wird. Das Strahlenquadrupel heisst als- 
dann schUettend. — Die betreffenden Eigenschaften der Strahlenquadrupel noch 
weiter zu verallgemeinern, ist der Gegenstand der vorliegenden Untersuchung. 



§• 1. 

Die Strahlen des Strahlenquadrupels seien (pag. 161 und 162) gegeben 
durch die Gleichungen: 

(1) 1*1-0, ( M» = 0, C ) f«=^e-r^,r, C *° 
und zur Abkürzung eingerührt: 

(5.) lft l — /,,« = «(TX/., - /fyn «, = 5, 

welche homogen und vom ersten Grade sind in Beziehung auf die Constanlen 
)., u und Ii, ,«,; ferner sei der auf (1.) gegebene Ausgangspunkt: 

, = . = 0, i-i, 

so wird (pag. 162) der Punkt 

. n p ßr. — ßöAic, 

Pi : i = « = 0, — = — * — j— ; 

' W Bw,~ayAt l 

nuuniehr ergiebt sich weiter der zweite Rückkehrpunkt f£, wenu man statt 
c, und u>i bezüglich /Je,— jtöAw, und /to, — a^vlr, einsetzt, nämlich: 

. * _ _ o JL = B\-2fl3 A Bia, +a{iydA\ 
Pi ' fr B'w,-2arABc, -f o^d.lV, 

Setzt man die bisher durchgeführte Construction noch weiter fort, in- 
dem man ^ als neuen Ausgangspunkt betrachtet, so wird der dritte Rück- 
kehrpunkt: 

. r } c_ B^-'SßöAB'w, \-3afoö A'B t>, -aß'yd'A'tr, 

Pi : I"«. U, ^ _ 3ö/ ^ aV( ^ •4a[i r ÖA t Bir l -a*ßr % SA't l ' 

und so lassen sich nach ganz einfachem Gesetze fortschreitend die Ausdrücke 
für immer spätere Rückkehrpunkte bilden. Diese Ausdrücke gestalten eine 
sehr vorteilhafte Darstellung,* wenn man in ihnen die Glieder mit e>, und «?, 
zusammenfasst; alsdann nämlich werden für den zuletzt betrachteten Rückkehr— 
punkl pi die Factoren von c, und w„ abgesehen von den Facloren 2, ßy 
und ad: 

{B+fi^.AY+iB-ivßYt.AY und (B+ ] r a^A) 3 -(B-)'afyd.A) i - 
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also wenn man noch zur Abkürzung: 

(6.) afiyd = a, ß+ | a .A = L, B-)ß.A = M 
einführt, wo demnach auch L und .)/ homogen und vom ersten Grade in Be- 
ziehung auf iL, /i und A,, u, sind, so ergiebt sich für die ersten Rückkehrpunklc 

• . i_„_ ft 9 - iL + K», -fi*(l>-*>, 
/J " l - U - V ' w- (L 4- Wyw x — af(L — iW ) c, ' 

„ • /-„-0 5 _ (^+3/'>,-^(L '-,V-) H?l 
Fj . , _ « _ u, ^ - CL , + M _ — w , )f , , 

und ganz allgemein für den Rückkehrpunkt: 

(7.) < = « = 0. ^,^±ggL=gffi r*ggL. 

k ' ri ir (L*4-.V*)ir, — «*y(L* — .V^r, 

Alle diese Gleichungen sind in Beziehung auf /. und M und demnach auch 
in Beziehung auf /. und « homogen, und es bleiben darum die Werthe von 

— bei veränderlichen Werthen, sowohl von k und als von l, und ,«,, 

ir 

ganz dieselben, wenn die Verhältnisse — und — dieselben Werthe beibe- 

halten. Wenn man also die Strahlen (3.) und (4.) durch andere Strahlen des 
durch das Strahlenquadrupel bestimmten Strahlensysloms der ersten Ordnung 

und der ersten Classe (—,--) ersetzt, jedoch unter Feslhaltung der Bedin- 

y et 

gung, dass die neuen Strahlen den bezüglich durch die Strahlen (1.), (2.), (3.) 
und (2.)i (4.) bestimmten Hyperboloiden zugehören, deren Gleichungen 
die Parameter / und u nur in ihrem Verhällniss enthalten (pag. 1H2), SO 
bleibet» die Rückkehrpunkte p s ungeänderl. 

Verfolgt man den zur Construclion der Rückkehrpunkte p } einge- 
schlagenen Weg in entgegengesetzter Richtung, d. h. geht man vom Punkte 
p zuerst geradlinig über (4.) zum Strahl (2.) und dann über (3.) zum Strahl 
(1.) und so weiter, so gelangt man, und zwar durch einfache Umkehrung 
der Ausdrücke für die Punkte zu ganz analogen Gleichungen für die Reihe 
der Rückkehrpunkte />« (/> 4 ,j pag. 162). Allgemein ergiebt sich: 

Der Kürze wegen möge noch gesetzt werden: 

(9.) L l +3t k = B t , L k —M" = A t ; 

alsdann werden die Gleichungen der Rückkehrpunkte beider Art der 
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Ordnung : 

Lg", t= tl = 0, 1, »+^ ' 

Hieraus ergeben sich für den zum Ausgangspunkte /» in Beziehung auf p ( , ' und 
conjugirlen harmonischen Punkt p' (pag. 176) die Gleichungen: 

p': f = M = 0, _L = ^l, 

welche ganz unabhängig sind, sowohl von den Werlhen der Parameter /. und 
//, als von der Ordnungszahl k der betrachteten Rückkehrpunkle, und demnach 
auch vollständig den früher (pag. 172) erhaltenen Punkt p darstellen. .Man 
hat also den Satz: 

Wenn man ron einem beliebig auf dem Strahl (1.) eines Strahlenqua- 
drupels (1\ (2.). (3.). (4.) gegebenen Punkte p aus zuerst geradlinig über (3.) 
UMN Strahl (2.) geht und dann über (4.J wieder zum Strahl (1.) zunickkehrt 
und ron dem Rückkehrpunkle p s aus dieselbe Constrnction wiederholt, und 
trenn man femer ron p aus zuerst geradlinig Uber (4.) zum Strahl (2.) gehl 
und dann Uber (3.) wieder zum Strahl (1.) zurückkehrt und roin Rückkehr— 
punkte p A aus dieselbe Constrnction wiederholt, so mag man nach dem ersten 
und dem zweiten Verfahren nach k maliger Rückkehr zum Strahl auf 

diesem bezüglich zu den Punkten pP und p\ l) gelangt sein: — alsdann ist 
der zum Anfangspunkte p in Beziehung auf jedes Punktcpaar p^ ] und p[ l) 
conjugirte harmonische Punkt derselbe, welches auch der Index k sein möge, 
und ebenso seiner Lage nach ganz unabhängig ron den Parametern i., u und 
ii, der Strahlen (3.) und (4.) des Strahlenquadrupels , so dass diese sich 

also durch jede zwei beliebige Strahlen des Systems (— , — ) (pag. 158) er- 
setzen lassen. Die Punktepaare pl*' und p\ > ferner sind conjugirte Punkte 
eines Incolutiottssysfems und bleiben unr erändert dieselben, wenn man den 
Strahl 3 } oder den Strahl (4.) des Strahlenquadrupels durch eine beliebige 
Generat rix desselben Systems der bezüglich durch die Strahlen (1.), (2.), (3.) 
und (1.), (2.), (4.) bestimmten Hyperboloide ersetzt. 

§. 2. 

Fällt einer von den Rückkehrpunkten p s oder p t mit dem Ausgangs- 
punkte p zusammen, so ist das Strahlenquadrupel schließend. Die dazu er- 
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forderlichen Bedingungen zwischen den Parametern k, u und ,</, der 
Strahlen (3.) und (4.) ergeben sich sofort aus den Gleichungen (7.) und (8.). 
Nämlich der Punkt fällt mit p zusammen, wenn 

ir, _ (/,*+ i/ *) lo, -«r ' 
woraus sich die einfachere Beilingungsgleichung 

herleiten lässt. Das Verschwinden des ersten Factors bedingt für den Aus- 
gangspunkt p eine Lage auf einer der beiden Leitlinien des durch das Strahlen- 
quadrupel bestimmten Slrahlensystems (pag. 158), kommt also hier nicht in 
Betracht, so dass die einzige Bedingung für das Zusammenfallen der Punkte 
p^ und p wird: 

(11.) L'-M" = 0. 

Diese Bedingung ist ganz unabhängig von den Constanlen », und «?,. 
durch welche die Lage des Punktes p auf dem Strahl (1.) bestimmt wird, so 
dass, wenn sie erfüllt wird, der k u Rückkehrpunkt mit dem Ausgangspunkte zu- 
sammenfällt, wo dieser auch auf dem Strahl (1.) gewählt sein mag. Ferner 
ist aus der Uebereinstimmung der Form der Gleichungen (7.) und (8.) der 
Rückkehrpunkte /»' 1 und //. sofort zu entnehmen, dass die Gleichung (11.) 
auch die Bedingung dafür ist, dass die Punkte p\ k) und p zusammenfallen, 
was andrerseits als selbstverständlich zu bezeichnen ist, weil man unter 
Voraussetzung des Zusammenfallens der Punkte p und /<, beim Rückwärts- 
verfolgen des zur Construclion von p\ 1 von p aus erforderlichen zusammen- 
hängenden, aus lauter geraden Linien bestehenden Zuges zum Ausgangspunkte 
p als einem Rückkehrpunkte j>, gelangen muss. .Man kann demnach ein 
Strahlenquadrupel, bei welchem der Ar" Rückkehrpunkt mit dem Ausgangspunkte 
zusammenfällt, als ein »chlietsende» Slrahlenquadntpel der k"* Ordnung be- 
zeichnen, welcher Bezeichnung entsprechend jede vier hyperboloidische Geraden 
ein schliessendes Strahlenquadrupel der ersten Ordnung bilden. 

Es ist nicht ohne Interesse, die Gleichung (1.) noch näher ins Auge 
zu fassen. Die linke Seite derselben ist bekanntlich eine ganze Function von 
L und M. welche sich in soviel irreductible Factoren zerlegen lässt, als die 
Zahl k Theiler hat, die Zahlen 1 und k mit eingerechnet: alle diese Factoren 
haben ihro bestimmte Bedeutung, insofern sie gleich Null gesetzt die Bedin- 
gung dafür sind, dass bereits frühere Rückkehrpunkte, deren Ordnungszahlen 
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Theiler von k sind, mit dem Ausgangspunkte zusammenfallen. Es fällt näm- 
lich z. B. der zwölfte Rflckkehrpunkt p iU) mit p zusammen, auch wenn bereits 
p ,l \ p iV , p°\ p w oder /> ,< ' , mit p zusammenfällt, weil man in jedem dieser 
Fälle durch öftere Wiederholung der Construction bei der zwölften Rückkehr 
zum Strahl (1.) in den Ausgangspunkt p wiedereinlrifft. 

Als einfachste Beispiele seien aufgeführt die Bedingungen schliessender 
Slrahlcnquadrupel mit den Ordnungszahlen: 
4r=1, L -M - 0 oder A = 0. 
* = 2, L ! -<)P = 0 - A.B^O. 
Ar = 3, A J -i1/ J = 0 - A['3B : +GiA>) = 0, 
fc=4, V -M* = 0 - AB(B>+G>A*) = 0, 
A = 5, //'-3/ 4 = 0 - i4(5JP+10®2T.<4*+<DU*)»0, 
A- = 6, tf~,)/ 6 = 0 - A B '3/? + ffi. 4 7 )( /i 7 +3®A') = 0, 
A = 12, |V-Jf n =0 - ylß,3^<aU'X# J +^^ 

= 0, 

aus welchen jedesmal leicht die Bedingung für schliessende Strahlenquadrupel 
einer bestimmten Ordnung im engeren Sinne zu entnehmen ist. 

Nunmehr könnte die Frage aufgeworfen werden, ob es möglich ist, 
dass ein späterer Rückkehrpunkt p (i> anstatt mit dem Ausgangspunkte p, zu- 
erst mit einem Rückkohrpunkte p lK) , wo also h <C Ar, zusammenfällt. Eine 
einfache Betrachtung zeigt , dass diese Frage verneint werden muss. Es ist 
nämlich charakteristisch für die Construction des von p ausgehenden zusammen- 
hängenden Zuges, dass derselbe in seinem ganzen Verlaufe unzweideutig ist, 
also vom Ausgangspunkte bis zum Rückkehrpunktc p w die dazwischenliegen- 
den Rückkehrpunkte p, p". . . . /? (4_,) durchläuft, deren Bezeichnung durch 
den Index 3 oder 4 zu vervollständigen ist, jenachdem die erste Rich- 
tung des Zuges über den Strahl (3.) oder den Strahl (4.) hingehl: denn dieser 
Zug setzt sich in seinem ganzen Verlaufe zusammen aus geraden Linien, 
welche je einen bestimmten Punkt der Strahlen (1.) oder 2. : bezüglich mit 
den Strahlen (2.) oder (1.) verbinden und zwar so, dass dabei ein bestimmter 
von den Strahlen (3.) oder (4.) durchschnitten wird, deren Construction also 
bekanntlich, jeden Doppelsinn abschliessend , darauf hinauskommt, durch den 
auf (1.) oder (2.) bestimmten Punkt und den Strahl (3.) oder (4.) eine Ebene 
zu legen, welche bezüglich den Strahl (2.) oder (1.) in einem zweiten Punkte 
der gesuchten Geraden durchschneidet. Ebenso gelangt man umgekehrt vom 
Ar 1 "" Rückkehrpunkte zum Ausgangspunkte, indem man der Reihe nach die Rück- 



Digitized by Google 



285 

kehrpunkto p** -0 , p < *~ ,) , . . . p", p' zurücklegt, ohne bei irgend einem Brechungs- 
punkte des zu verfolgenden Zuges ans dem zuerst eingeschlagenen Wege 
ausweichen zu können. Wollte man jetzt annehmen, dass etwa der Ar" Rück- 
kebrpunkt mit dem zusammenfallen soll, wo A < k ist, ehe der Zug den 
Ausgangspunkt wiedererreicht hat, so wflrde man beim Rückwflrtsverfolgen des 
Zuges von p w ober j» c *~°, p ik ~ v , - ■ • vom Punkte p (A) aus entweder den Weg 
Aber j> ( *~ l} oder p {t ~ l) einschlagen können, jenachdem man den Punkt /> (A) als 
den im anfanglichen Zuge auf p ih ~ %) oder p ( *~° folgenden Rückkehrpunkt an- 
sieht, was dem eben dargestellten Charakter dieses Zuges widerspricht. 

Dasselbe Resultat ergiebt sich sofort aus den Gleichungen (7.) und (8.). 
Wenn nlmlich, der vorigen Annahme entsprechend, die Rückkehrpunkte p {t) 
und p lh) zusammenfallen sollen, so muss die Gleichung: 
(£,*+ ßt(L h -M h )w t (L*-f Jf>, 



erfflllt werden, woraus sieb nach den gewöhnlichen Reductionen ergiebt: 
{ayi>\-ßd*>D{LM? h {L i - k -M k - h ) = 0. 
Man kann hier, wie früher, vom ersten Factor absehen, so dass nur 
die letzten Factoren in Retracht zu ziehen sind. Wenn zunächst die Redingung 

cur Geltung kommen soll, so ergiebt sich (Gl. (11.)), dass bereits der k h ' 
Rückkehrpunkt mit dem Ausgangspunkte zusammenfällt, was der Forderung 
widerspricht, dass zuerst ein Zusammenfallen des Ruckkehrpunktes mit dem 
stattfinden soll, andererseits aber, wenn man diese Forderung fallen lfisst, 
in der Tbat das Zusammentreffen der Punkte /><*> und p<*> bedingen kann, weU, 
nachdem einmal der (*— A)" Punkt in den Ausgangspunkt eingetreten ist, anch 
weiterhin jede zwei RQckkebrpunkte zusammenfallen, deren Indices sich um 
(A— A) oder ein Vielfaches von (*— A) unterscheiden. 
Die zweite Redingung 

(12.) Uf=0, oder ^-0^ = 0, 

llsst sich, wie folgt, umformen: 

Wenn einer dieser Factoren, welche nur bei reellen Leitlinien reell 
sind, verschwindet, so wird (pag. 158) der den zugehörigen Parametern i, 
ft oder i,, u, entsprechende Strahl (3.) oder (4.) eine der Leitlinien des 
Systems, d. h. durchschneidet derselbe die Strahlen (1.) «ad (2.), was der 

Journal für Mathematik Bd LXVTI. H oft 8. 37 
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Em Strahlenquadrupel ist schließend ton der k"" Ordnung, sobald für 
einen bestimmten Ausgangspunkt p der k" Rückkehrpunkt wieder mit p iusam- 



menfällt. 

In jedem schliessenden Strahlenquadrupel können die Leitstrahlen (oben 
(3.) und (4.)) swr Construction der Rückkehrpunkte vertauscht werden, ohne 
dass das Strahlenquadrupel aufhört schliessend %u sein. 

Das Zusammenfallen eines späteren Rückkehrpunktes mit einem früheren 
ist nicht möglich, wenn nicht bereits der Ausgangspunkt wiedererreicht worden ist. 

$ 3. 

Es darf niebl besonders hervorgehoben werden, dass bei den in den 
vorhergehenden Paragraphen besprochenen Constructionen die Strahlen (1.) 
und (2.) vertauscht werden können, wie bei den schliessenden Strahlenquadru- 
peln von den Strahlen (3.) und (4.) der eine die Stelle des andern einnehmen 
konnte. Man kann desshalb zur Vereinfachung des Ausdruckes auch hier die 
ersteren, sowie die letzteren als Gegenstrahlen von einander unterscheiden. 
Diese Bezeichnung gewinnt eine neue Bedeutung, wenn sich nunmehr noch 
weiter ergiebt, dass auch bei den jetzigen allgemeineren Constructionen das 
Strahlenpaar (1.) und (2.; mit dem Strahlenpaar (3.) und (4.) vertauscht 
werden kann (vergl. pag. 170). 

Um dieses darzulhnn, mögen die Coordinaten in der Weise trunsfor- 
mirt werden, dass die Strahlen (3.) und (4.) auf ahnliche Art ausgedrückt 
werden, wie bisher die Strahlen (1.) und (2.). Man setze dazu: 
| —alv—ßpw = t'y t — oA, 9— ftf*iW = e', 
u—yue — dl w ~ u , u— yu,t> — (?ü., w sa w' f 
wo f, u\ r , w' noch mit gewissen Constanten moltiplicirt sein können. Wenn 
man jetzt zur Abkürzung 

rtil-W-ßrift-Htf** C-25 + C, = N 
«inführt, so erhöh man zum Ausdruck der alten Coordinaten durch die neuen: 
N.9 = <>(A 1 -i)(fW)-/?(,i l -Ai)(«W), 
N.w = a(A 1 -i)(n'-i P *)-y(^ 1 - J ii)(l'-e' / , 
N.t m {C % -B)(+(C-B)t>'-aßA(*'-w% 
N.n = {C^B)w'-yiA{f-n'). 
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Vermöge dieser Gleichungen lassen sich jetzt, wenn der gemeinschaftliche 
Factor N fortgelassen wird, die Strahlen (1.) and (2.) folgendermassen dar- 
stellen: der Strahl (1.) durch die Gleichungen: 

dt^Bt'-aßAw' und C,«' = Bw'-^Av', 

und der Strahl (2.) durch die Gleichungen: 

*-e' = 0 und «'- »'=<>. 

Also wenn man statt C,f und C,«' bezüglich /' und «' einführt, wobei zu be- 
merken ist, dass der Factor C,= adl\— ßy u\ nicht verschwindet, so lange 
der Strahl (4.) nicht mit einer Leitlinie zusammenfallt (pag. 158), so werden 
die Gleichungen der vier Strahlen des Strablenquadrupels : 

« « (::£ <*•> 1:2 <*•> 1::: 

wo noch aur Vereinfachung von den neuen Coordinaten die Indices wegge- 
lassen sind. 

Wenn man jetzt von einem beliebig anf dem Strahl (3.) angenommenen 
Punkte r aus: 



über den Strahl (1.) hin die gerade Linie sieht bis zum Strahl (4.), so wird 
dieser im Punkte 4 getroffen: 



und wenn man von einem beliebig auf dem Strahl (4.) gegebenen Punkte $ aus : 



über den Strahl (2.) hin die Verbindungsgerade mit dem Strahl (3.) zieht, 
so ist deren Fusspunkt r„ auf dem letzteren: 

r 0 : < = « = 0, 
u ' w m, 

Aus diesen Fundamentalgleichungen ergeben sich leicht die gesuchten 
Relationen. Dem Früheren entsprechend werde der erste Rückkehrpunkl, 
welcher sich auf dem Strahl (3.) ergiebt, wenn man erst vom Punkte r dieses 
Strahls geradlinig über (1.) cum Strahl (4.) geht und dann in einer zweiten 
geraden Linie weiter über (2.) zum Strahl (3.) zurückkehrt, nunmehr r\ ge- 
nannt, dagegen r,, wenn man bei dieser Construclion die Rollen der beiden 



r : 




c = « = 0, 



t_ Bt { —ctßAw, 



«: e = w = 0, 
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Leilstrablen (1.) ond (2.) vertauscht. Die Bedeutung der späteren Rückkehr- 
puokte rj', r'," , . . . r'," und ri', K", . . . ist alsdann von selbst klar. 
Für diese Punkte ergeben sich jetzt ganz allgemein die Gleichungen: 

wo L und Jf die Frohere Bedeutung haben. 

Die aas diesen Gleichungen zu ziehenden Folgerungen liegen auf der 
Hand. Als der zum Punkte r in Beziehung auf die Punktepaare r[" und r." 
conjugirte harmonische Punkt ergiebt sich hier der Punkt: 

* «— «. S— =S?~ 

Was aber hier vorzugsweise von Bedeutung ist, die Bedingung, dass 
der Rückkehrpunkte r ( ,* } oder rj* } mit dem Ausgangspunkte r 
ist, abgesehen von der besonderen Annahme 

ydv]-aßv>] = 0, 
welche für die nunmehrigen Coordinaten dem Punkte r eine Steile auf 
der Leitlinien anweisen würde, ebenfalls 

L k ~M" = 0, 

also ganz dieselbe, als sich früher (Gl. (11.)) ergeben bat als Bedingung 
dafür, dass einer der Rückkehrpunkte oder mit dem Ausgangspunkte 
p zusammentrifft. Ein gleiches Resultat würde sich ergeben haben, wenn man 
von einem beliebigen Punkte f des Strahls (4.) ans die Construction begonnen 
hilte. Es ergiebt sich demnach der Satz: 

Wenn ein Strahlenquadrupel nach einer bestimmten Anzahl von Um- 
läufen tcfUietit , indem man ton einem beliebigen Punkte eines der beiden 
Gegenstrahlen (1.) oder (2.) ausgeht, so schliessl dasselbe ebenso nach derselben 
Anzahl co» Umläufen, wenn man ton einem beliebigen Punkte der Gegem- 
strahlen 3 oder (4.) aus die Construction beginnt, oder kürzer: 

Bei einem schliessenden Strahlenquadrupel von einer beliebigen Ordnung 
kann man jedes Paar ton Gegenstrahlen als Leitstrahlen anwenden. 

f. 4. 

Um die Eigenschaften der Strahlenquadrupel nunmehr noch durch die 
Projectionstheorie zn entwickeln, sind auch die Brechungspunkte des ge- 
brochenen Zuges und pp*l..p? auf dem Strahl (20 » Betracht 
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so liehen. Dieselben seien bezüglich q Sy q'„ </,', ... und 9«, ^„ 

• • • 9<"'\ so dass also jede vom Strahl (1.) aber (3.) zum Strahl ^2.) 
nnd dann Ober (4.) zum Strahl (1.) gezogene gebrochene Linie pJ A> pJ* +,) auf 
dem Strahl (2.) den Brecbnngspunkt qi h) nnd ebenso jede vom Strahl (1.) 
Ober (4.) zum Strahl (2.) nnd dann aber (3.) zum Strahl (1.) gebende ge- 
brochene Linie p<*>p< A+ '> auf (2.) den Brechungspunkt qi h > hat. Die gegen- 
seitige Beziehung der Punkte eines zweiten Systems if >, PJ»>, Q< h \ #*! ist 
demnach selbstverständlich. 

Alsdann tritt als Fundamentaleigenschaft eines Sirahlenquadrupels die 
folgende auf: 

I. Wenn man von %wei beliebig auf dem Strahl (1.) gegebenen Punkten 
p und P au» geradlinig einmal über (3.) hin nach (2.) geht und dann über 
(4.) nach (1.) zurückkehrt, und dann umgekehrt zuerst über (4.) hin nach (2.) 
geht und ton da aus über (3.) »um Strahl (1.) zurückkehrt, durch welche 
Constructionen sich alt Brechungspunkte auf dem Strahl (2.) die Punkte q„ f« 
und p 3 , fr, sowie auf (1.) die Rückkehrpunkte p' s , p\ und F 3 , P\ ergeben, 
$0 und die drei Punktepaare 

p und P, pi und P„ p< und P, 
conjugirte Punkte eines Involutionssystems. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ergiebt sich sofort daraus, dass man so- 
wohl die Punkte pi, p, P, als die Punkte p, pi, P, f« als schiefe Pro- 
jectionen der Punkte 7,, g 4 , ß si & bezüglich auf den durch die Strahlen (1.), 
(2.), (4.) und (1.), (2.), (3.) bestimmten Hyperboloiden betrachten kann, dass 
also die beiden Punktsysteme pi, p, P und p, p 4> P, P 4 projectivisch 
(bomographisch) sind und demnach p und P, p s und p« und P y als con- 
jugirte Punkte in Involution stehen. 

Verallgemeinert beisst der Satz: 

II. Wenn man die im Satze (I.) angegebene Construction nach beiden 
Seiten hin von den Punkten p und P au» wiederholt, »o sind auch jede vier 
gleiehvielle Rückkehrpunkte pj*> und P?\ p 4 *> und Pp als conjugirte Punkte 
in Involution mit den Ausgangspunkten p und P. 

Zum Beweise dieses Satzes bat man die beiden Fälle zu unterscheiden, 
ob der Index k gerade oder ungerade ist. Jenachdem man nämlich, diesen 

Fallen entsprechend, von den Punkten P^ oder q(~^ ausgeht und ent- 
weder die vier Punkte p(H pi*\ P { j\ ffl oder die vier Punkte qi^\ 
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Q*~^ »ugleich windschief *mal der Reihe nach, einmal die 
ersleren Ober (3.) auf den Strahl (2.) nnd weiter aber (4.) auf den Strahl (1.), 
die letzteren über (4.) auf den Strahl (1.) und dann Ober (3.) auf (2.) u. s. w. 
projicirt und ferner die ersteren zuerst über (4.) auf (2.) und weiter über (3.) 
auf (1.)) die letzteren über (3.) auf (1.) und dann über (4.) auf (2.) u. s. w., 
gelangt man zuletzt zu den beiden Punktsystemen pj*\ p, P und p, p['\ 
P, PJ*>, welche demnach projecüvisch sind und vereinigt ein Involutionssystem 
darstellen mit den Punktepaaren 

p und P, ji*> und fl»>, p<»> und P\'K 

Aus diesen beiden Sitzen ergiebt sich sofort, dass ein Strahlen qua- 
drupel schliessend ist, sobald sich ein beliebiger der in den Sätzen (I.) und 
(II.) beschriebenen gebrochenen Züge zwischen den Gegenstrahlen (1.) und (2.) 
des Quadrupels schliesst; denn sobald für einen beliebigen Werth des Index 
* zwei Rflckkehrpunkte pfi und p[ k) zusammenfallen, so tritt dasselbe bei den 
ihnen conjogirten Punkten der Involution, d. h. den Rückkehrpunkten P{ k) und 
P\ k) ein, welches auch die Lage des Ausgangspunktes P sein mag. 

Dass ferner alsdann auch jeder zwischen den beiden Gegenstrahlen 
(3.) und (4.) bin und her gehende gebrochene Zug, dessen geradlinige Theile 
bezüglich die Strahlen (1.) und (2.) durchschneiden, sich in den Rückkehr- 
pankten der Ordnung schliefst, folgt einfach daraus, dass durch die Ver- 
bindungsgeraden der Schnittpunkte der Linien des geschlossenen Zuges zwischen 
den Gegenstrahlen (1.) und (2.) mit den Strahlen (3.) und (4.) selbst ein ge- 
schlossener Zng der geforderton Art zwischen den Gegenstrahlen (3.; und 
(4.; dargestellt w»rd. Denn bezeichnet man die Schnittpunkte der Verbindungs- 
geraden der Punktepaare p', ! '\ oi A) und q^K pl k+t) bezüglich mit den Strahlen 
(3.) und (4.) durch r</ und «i M , sowie die Schnittpunkte der Verbindungs- 
geraden der Punktepaan. p£ A >, f / 4 l " and p[ k+t) bezüglich mit den Strahlen 
(4.) und (3.) durch s[ h) und ri*\ so liegt die Verbindungsgerade der Punkte- 
paare r{ A) und *J M oder K M und s ( 4 n in derselben Ebene mit dem Strahl (1.) 
und kann demnach als eine diesen Strahl durchschneidende Linie angesehen 
w rden. und ebenso lasst sich die Verbindungsgerade jedes Punktepaares 
und rJ* +, \ sowie ri*> und als Durchschniltslinie des Strahls (2.)» mit 

welchem sie in derselben Ebene liegt, betrachten. Wenn zunächst die Punkte 
p\" und p?> zusammenfallen, d. h. wenn das Slrablenquadrupel als ein schliessen- 
des der 2*"' Ordnung zu bezeichnen ist, so schliesst sich auch der gebrochene Zug 
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»•j*jri^,'«i'...ri*" , M*".!! and m der entgegengesetzten Richtung r,» 4 r«#>U;V;\..a<*- , >ri*- , .}, 
indem der Punkt ri* _,) als Schnittpunkt der Verbindungsgeraden von qi k ~ n 
und p[ ki (oder p$* } ) mit dem Strahl (3.), derselbe ist wie ti k \ der Schnittpunkt 
der Verbindungsgeraden von pj*> und of> (oder qi k ~ l} ) mit dem Strahl (3.). 
Dasselbe ergiebt sich, wenn zwei Rackkebrpunkte pj*> und pf~ ,} oder p<*-" 
und p\ t] zusammenfallen, d. h. bei den schliessenden Strahlenquadrupeln der 
(2#-l)'" Ordnung. 

Noch bleibt zu zeigen übrig, dass die zum Punkte p in Beziehung auf 
alle Punktepaare pi und pi, pi und p«, . . . p[ k) und p\ k) conjugirten harmo- 
nischen Punkte alle in denselben Punkt p' zusammenfallen. 

Für die beiden Punktepaare p\ und pi, p'j und pi ergiebt sich das 
sofort aus dem Satze (I.)- Wenn man nämlich die beiden Punkte pi und p\ als 
Ausgangspunkte annimmt, so stehen mit ihnen in Involution als conjugirte Punkte- 
paare die Rückkehrpunkte pi' und pi', sowie p und p, und es ist demnach p 
Doppelpunkt der Involution für die Punktepaare p s und pi, p, und pi'. Dass 
aber diesem Involutionssystem ferner die Punktepaare p'j ' und pi'', . . . p<*> 
nnd p[ k > angehören, ergiebt sich durch eine einfache Schlussfolge: für die 
Ausgangspunkte p?> und pi*> sind nach dem Satze (I.) in Involution die 
Punktepaare 

pi A -«> und pi*-'\ pi*> und pj*\ p? +,) und pi* +, >, 
also wenn man der Reihe nach fflr h die Werth e 2, 3, . . . Ar — 1 seist, so 
ergeben sich als zu demselben Involutionssystem gehörig die Punktepaare p\ 
und p 4 , pi nnd pi', p> and pi", . . . pi k) and p[ k \ und weil der Ausgangs- 
punkt p ein Doppelpunkt dieses Involuüonssystems ist, so ist der sweite 
Doppelpunkt p' gleichzeitig conjugirt harmonisch tu p in Beziehung auf alle 
diese Punktepaare pi*> und pi'\ 

$. 5- 

Zum Schluss sei noch auf eine Reihe von Sätzen aus der ebenen 
Geometrie aufmerksam gemacht, welche sich aus den Eigenschaften räumlicher 
Sirahlenquadrupel ergeben. 

Durch die windschiefe Projeclioo der Punkte q, q' t q", . . . des Strahls 
(2.) auf den Strahl (1.) vermittelst der Leitstrahlen 3 und (4.) ergiebt sich 
auf dem Strahl (1.) eine doppelte Reihe von Punkten p, nämlich p Jt pi, 
p'„ ... und p«, pi, pi', deren jede der Punktreihe q des Strahls (2.J 
projeclivisch ist, so dass der Strahl (1.) durch die Punkte pi*> and p»> doppelt 
projeclivisch (homographisch) getheUl wird. 
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Wenn man umgekehrt auf der einen von zwei Geraden G, und G, 
eine einfache Punktreihe q, q', q", . . . , auf der andern zwei ihr projectivisehe 
Punklreihen p,, pi, pi', ... und p«, pl, p<, . . . annimmt, so haben die Ver- 
bindungsgeraden der entsprechenden Punktepaare und pj*>, f <4) und pi M 
der beiden Linien G, und G, die in den vorhergehenden Paragraphen ent- 
wickelten Beziehungen zu einander, und die sammllichen projectivischen Eigen- 
schaften derselben bleiben ungeändert, wenn man die beiden gegebenen 
Geraden G, und G,, die Trager der projectiviscben Punktreihen, als in der- 
selben Ebene liegend annimmt Alsdann aber sind bekanntlich die Verbin- 
dungslinien der Punkte der Reihe q mit den entsprechenden Punkten der Reihen 
p, und p t bezüglich Tangenten von zwei Kegelschnitten, weiche die Geraden 
G, und Gj zu gemeinschaftlichen Tangenten haben. Demnach ergiebt sich ans 
der Eigenschaft schliessender Strahlenquadrupel der «weiten Ordnung: 

Gi und G, liegen, welche gemeinschaftliche Tangenten zweier Kegel- 
ichnitte K t und h\ tind, und ein Paar Gegenseiten den Kegelschnitt JT M 
das andere Paar den Kegelschnitt K 7 berührt, so giebt es unendlich viele 
Vierecke, welche in ganz ähnlicher Weise den beiden Geraden einge- 
schrieben und den beiden Kegelschnitten umgeschrieben sind. 

Ebenso erhalt man allgemein aus der Eigenschaft der schliessenden 
ßtrahlenquadrupel der Ordnung: 

Wenn sich ein 2k- Eck in der Weise zwei gemeinschaftlichen Tan- 
genten »weier Kegelschnitte einzeichnen laut, dass seine Seiten abwechselnd 
den fitif'tt tww/ dett onrfßrw Iffycltohftt&t b^ruhTcn , mo Iq&mcr x\cH solcfw 
2k- Ecke den beiden Tangenten einzeichnen, welchen Punkt derselben 
man auch als ersten Eckpunkt annehmen mag. 

Die weitere Durchführung dieser Sätze, deren Reihe sich durch die 
Theorie der reeiproken Polaren verdoppeln lasst, liegt nicht im Zweck der 
gegenwärtigen Untersuchung. 
Berlin, Mai 1867. 
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Ueber einen besonderen Fall der orthogonalen 

Substitutionen. 

(Von Herrn Stern zu Göltinpen.) 



ird die Verwandlung einer Function der Veränderlichen x,, x,, ... 
x„ in eine Function der Veränderlichen y,, y a , . . . y m durch eine lineare or- 
thogonale Substitution bewerkstelligt, welche durch die Gleichungen 



x m = o mtl y l + a m , 7 y 1 -\---- r o mim y m 
ausgedrückt wird, so finden im Allgemeinen, wie bekannt, zwischen den m 3 

Coefficienten a,,, ... a„, m jedesmal Gleichungen statt, so dass nur 

m' — m 

— ^ — dieser Grössen unabhängig sind. Herr Prof. Schloßt hat den beson- 
deren Fall untersucht, wenn die Constanlen den Bedingungen a M = a» 2 = «" 
= a mm und a a ^ = — o A „ genügen und zugleich m eine gerade Zahl ist, und 
findet durch geometrische Betrachtungen, dass in diesem Falle die Anzahl der 
unabhängigen Coefficienten = i» 1 — » + 1 ist. Er bemerkt zugleich, er hielte 
es für schwierig diesen Satz direct zu beweisen (Quart. Journ. of pure and 
appl. mathem. Oct. 1866, p. 182). Ich will im Folgenden einen directen Be- 
weis dieses Satzes geben, welcher zugleich auf den Fall anwendbar ist, wenn 
die Coefficienten den angegebenen Bedingungen genügen, während m eine 
ungerade Zahl ist. Im allgemeinen Falle hat man die m Gleichungen 



<-+«],- + •••+<• = 1, 
welche das System (A.) heissen sollen und die Gleichungen 

welche das System (2?.) heissen sollen. 

Journ»! Ar M.themaük Bd. LXVII. Heft 4. 38 
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Stern, betonderer Fall der orthogonalen Substitutionen. 



In dem besonderen hier zu betrachtenden Falle gehl das System (A.) in 
<i +«?.2 + •••+<„ = 1, 
flj.i H h«^ = 1, 

<- + <..+ •••+<, = 1 
über, welche Gleichungen das System (A t .) heissen mögen. In jeder Glei- 
chung des Systems (B.) fallen nun zwei Glieder weg und zwar, wenn diese 
Gleichung mit a ltt a,j beginnt, so heben sich die darin enthaltenen Glieder 
a k t a t l und «/,*«/,/ auf- Diese Gleichung wird also 

(1.) a M «ij+a 3 , 4 «. M + • +a t _ M «*_,.,+ o,. lJt o lt ,,/+—f«/ + i,,a/ + i,rl--4-a 1 . ) »a^i=0. 

Insofern aber a krl k = — « t . M , u. s. w., so kann man diese Gleichung in eine 
andere verwandeln, in welcher der kleinere der jedesmal zusammengehörenden 
zwei Indices voranstellt, nur kommen in dieser neuen Gleichung positive und 
negative Zeichen vor. l)a aber für die folgende Beweisführung diese Zeichen 
ganz gleichgültig sind und nur die Darstellung verwirren könnten, so will ich 
zwar je zwei zusammengehörende Indices, nach ihrer Grösse geordnet, schrei- 
ben, jedoch die einzelnen mit -f oder — verbundenen Glieder nur durch einen 
verlicalen Strich trennen, welcher also das -j- oder — Zeichen vertritt. Ich 
schreibe demnach statt der Gleichung (1.) die folgende 

(2.) a, jk a,j\a 7 , k a?,...\a k _,, l a t _ l j\a tJ , +l a k i \o> tm a,, m = 0, 

in welcher also a lm der höchste Coefficient ist. Indem man für k und / alle 
ihnen zukommenden Werthe setzt, erhält man sämmtliche aus dem Systeme [B.) 
entspringenden Gleichungen; sie sollen das System (#,.) heissen. 

Sei nun zuerst m = 2n. Dann sind die zwei ersten Gleichungen des 
Systems (A,.) 

(«1 •) < ( + <, + <, + • • • + <*. = 1 1 

(oj.) a^ + a^. + al.iH h<4,i. = 1 

Zieht mun die zweite dieser Gleichungen von der ersten ab, so hat man 

flu-T<,,-olj a] iU = 0. 

Man nehme nun die 4» — 6 in dieser letzten Gleichung vorkommenden Coef- 
ficienten a ltJ , « M , . . . a 1)7 ,_i und a^j, a, >4 , . . . a 2 ,2.-i als gegeben an, so 
enthftlt sie noch die zwei unbekannten Coefficienten a, i7 . und a v . . Die erste 
Gleichung des Systems (B,.) ist aber 

(6,.) a, s o, , | a M a M . . . j o,,»» <h,u = 0, 
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in welcher mithin ebenfalls nur die zwei Coefficienten a,,. und n r ,. als Un- 
bekannte enthalten sind, und welche daher aus den zwei Gleichungen (b,.) 
und (6,.) bestimmt werden. Nimmt man nun noch a, , als gegeben an, so 
findet man aus («,.) den Werth von o,,, (ohne Rücksicht auf das Zeichen, 
was auch für das Folgende gilt). Die 4m — 5 als gegeben angenommenen Co- 
efficienten und die daraus gefundenen bilden die Reihe a,,. a,? u. s. w. 
bis a,,,.. 

Die dritte Gleichung des Systems (A t .) enthält ausser den jetzt be- 
kannten Coefficienten a 13 , « 73 , « 33 noch die 2« — 3 Coefficienten o M , <i 35 , .. . 
a 3 , 2 .. In dem Systeme />',. kommen aber zwei Gleichungen vor, welche 
mit dem Coefficienten o, ,. schliesscn, nämlich diejenigen, welche mit a, , a, . 
und mit fl,,,o,. 3 beginnen. Man hat also drei Gleichungen, in welchen kein 
Coefficient höheren Ranges als o u . vorkommt und mithin kein anderer un- 
bekannter Coefficient als 03,4, o Jj6 , ... a,,,„. Nimmt man die 2» -6 Coeffi- 
cienten «34, öj 5 , . . . a 3ä ._ 3 als gegeben an, so findet man vermittelst der 
erwähnten drei Gleichungen die Coefficienten a v ._ 2 , a 3 J ._,, a 3 ,..„. Es sind 
also jetzt die sämmtlichen Coefficienten in der Reihe a,,, a l2 , ... a,,. theils 
als bekunnt angenommen, theils gefunden. Man nehme nun allgemein an, man 
kenne bereits sämmtliche Coefficienten, nach ihrem Range geordnet, von «,,, 
bis a k/iH , und es soll nun untersucht werden, wie viele der Coefficienten 
o« + m+5? «i + i.t43i • • • «•*+!,?. man als gegeben annehmen muss, damit man die 
übrigen bestimmen kann. Diese 2» — (Ä+l) Coefficienten und keine höheren 
kommen in der Gleichung des Systems (✓!,.) vor, welche mit a{ ki , be- 

ginnt. Ferner enthält das System {£?,.) eine Anzahl * Gleichungen, welche 
mit dem Coefficienten a, +l schliessen und also keinen höheren enthalten, und 
zwar sind es diejenigen, welche mit den Coefficienten a M a,.* M , a l 7 a l k+l . . . . 

beginnen. Man muss daher 2»-2(lr+l) dieser Coefficienten als be- 
kannt voraussetzen, uro die übrigen k ■ \ zu finden. Hieraus ergiebt sich, dass 
überhaupt nur noch so lange Coefficienten als gegeben vorausgesetzt werden 
müssen, als A-f-lO ist, also höchstens ä = h— 2 ist. D. h. also, um schliess- 
lich die sämmtlichen Glieder der Reihe a._, iB a_i..-,i . . . 0.-1,7. zu kennen, muss 
man 2n — 2(n — 1) oder zwei Glieder aus dieser Reihe als bekannt voraus- 
setzen, wofür man am einfachsten die zwei ersten und nimmt. 
Die folgenden Coefficienten o m , m + t u. s. w. kann man immer aus Gleichungen, 
die in genügender Zahl vorhanden sind, bestimmen und braucht daher keinen 
derselben als bekannt vorauszusetzen. 

38 # 
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Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich demnach, dass man, um sämmt- 
liche Coefficienlen zu bestimmen, eine Anzahl derselben kennen muss, welche 
durch 4» — 5 + 22 (n — k) ausgedrückt wird, wo man für k alle Zahlen k = 3 
bis * = »-l zu nehmen hat. Dies giebt also «'-»+1 unabhängige Coeffi- 
cienten. aus welchen die übrigen bestimmt werden. 

Ist i. B. n = 3 und schreibt man, zur Abkürzung, 1,1 statt a, , und 
allgemein k, l statt a u so enthält das System (A t .) die Gleichungen 





MM-M'+l^'+MN-l^+l,^ = 


1, 


1*0 


1 , 2 7 + 1 , 1 ? + 2, 3 ? + 2, 4»+ 2, 5'+ 2, 6 3 = 


1. 


(30 


1,3 , + 2,3 I +l,r+3,4 J +3,5 i +3,6 I = 


1, 


(40 


l,4»+8,4 , +M , +i,i 1 +4,4 > +4,6 J - 


1, 


(50 


l,5 2 +2,5 I -}-3,5 i +4,5 J +l,l i +5,6 I = 


Ii 


(6.) 


l,6 7 +2,6 J +3,6 3 +4,6 5 +5,6 J +l,r = 


1 



und das System ß, ) die Gleichungen 



(70 


1,3.2,3+1,4.2,4 + 1,5.2,5+1,6.2,6 




o, 


(80 


-1,2.2,3+1,4.3,4+1,5.3,5+1,6.3,6 




o, 


(•0 


-1,2.2,4-1,3.3,4+1,5.4,5 + 1,6.4,6 




o, 


10) 


-1,2.2,5-1,3.3,5-1,4.4,5 + 1,6.5,6 




o, 


(HO 


1,2.2,6+1,3.3,6 + 1,4.4,6 + 1,5.5,6 




o, 


12.) 


1,2.1,3 + 2,4.3,4 + 2,5.3,5 + 2,6.3,6 




o, 


(130 


1,2.1,4-2,3.3,4 + 2,5.4,5 + 2,6.4,6 




o, 


(HO 


1,2.1,5-2,3.3,5-2,4.4,5+2,6.5,6 




o, 


(15.) 


1,2.1,6-2,3.3,6-2,4.4,6-2,5.5,6 




0, 


(16.) 


1,3.1,4+2,3.2,4 + 3,5.4,5 + 3,6.4,6 




o, 


(170 


1,3.1,5 + 2,3.2,5-3,4.4,5 + 3,6.5,6 




o, 


(18.) 


1,3.1,6+2,3.2,6-3,4.4,6-3,5.5,6 




0, 


(19.) 


1,4 1,5+2,4.2,5 + 3,4.3,5 + 4,6.5,6 




o, 


(20.) 


1,4.1,6+2,4.2,6+3,4.3,6-4,5.5,6 




o, 


(21.) 


1,5.1,6 + 2,5.2,6 + 3,5.3,6+4,5.4,6 




0. 



Nimmt mau nun die 7 Coefficienten 1,2; 1,3; 1,4; 1,5; 2,3; 2,4; 2,5 als 
bekannt an, so findet man aus den Gleichungen (1.), (2.) und (7.) die Werthe 
von 1,6 und 2,6 mithin auch den Werth von 1,1. Dann findet man aus den 
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Gleichungen (3.), (8.) und (12.) den Werth von 3,4; 3,5; 3,6. Zur Be- 
stimmung von 4,5 und 4,6 knnn man zwei der vier Gleichungen (4.), (9.1, 
(13.) und (16.) auswählen und schliesslich 5,6 aus einer der Gleichungen 
(5.), (10.), (11.), (14.), (15.), (17.), (18 ), (19.), .20.) bestimmen. 

Die Betrachtung bleibt im Wesentlichen dieselbe, wenn m eine un- 
gerade Zahl = 2n+l ist. Man nimmt zuerst die 4» -3 Coefficienten a l>} , o lj3 , . . . 
rt M . und 0,3, o,, 4 , ... th,u als gegeben an und findet vermittelst der zwei 
ersten Gleichungen des Systems (vi,.) und der ersten Gleichung des Systems 
(/?,.) die Werthe von a, <im+t und a?^, und den Werth von a M . Man hat 
dann wieder, wie im vorhergebenden Falle, drei Gleichungen zwischen den 
2» + l — 3 Coefficienten a 34 , ... a i2 .^,, so dass 2n+l — 2.3 derselben als be- 
kannt angenommen werden müssen, und allgemein müssen von den Coefficienten 
o Mi .,, ... a,.,. nothwendig 2m+1 — 2k als bekannt angenommen werden, wenn 
die übrigen gerunden werden sollen. Im Ganzen sind daher An— 3+J£\2«+l — 2A) 
Coefficienten als bekannt voraus zu setzen , wo für k die Zahlen von A = 3 
bis k = n zu nehmen sind, also » J +l unabhängige Coefficienten. Dieser Aus- 
druck gilt jedoch erst von m = 7 an. Ist nämlich m = 3 so hat man, mit 
Benutzung der schon oben gebrauchten Abkürzung die sechs Gleichungen 
(1.) 1,1'+1,2'+1,3' = 1, (4.) 1,3.2,3 = 0, 

(2.) 1,2'+1,1*+2,3 3 = 1, (».) 1,2.2,3 = 0. 
(3.) l,P+2,3M-l,l , =.l 1 (6) 1,2.1,3 = 0. 
Die Differenz der zwei ersten Gleichungen mit der vierten verbunden, giebt 
1,3 = 0, 2,3 = 0, dann folgt aus (3.) dass 1,1* = 1 und mithin aus (1.) dass 
1,2 — 0, so das* in diesem Falle kein Coefficient unbestimmt ist. 
Ist m — 5 so hat man die 15 Gleichungen 



(10 


1,1'+1,2'+1,3'+1,4 J +1,5' 






(2.) 


l,2'+l,l 2 +2,3 , + 2,4 J +2,5' 






(3.) 


l^'+^'+M'+M'+^ö' 






(4.) 


1,4'+2,4N-3,4 1 +1,1N-4,5 1 






(5.) 


1,5'+ 2, 5'+ 3,5'+ 4, 5'+ 1,1* 






(•■) 


1,3.2,3+1,4.2,4+1,5.2,5 




o, 


(7.) 


-1,2.2,3+1,4.3,4+1,5.3,5 




o, 


(8.) 


-1,2.2,4-1,3.3,4+1,5.4,5 




o, 


(9.) 


1,2.2,5 + 1,3.3,5 + 1,4.4,5 




o, 
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(10.) 


1,2.1,3 + 2,4.3,4 + 2,5.3,5 


= 0. 


(11.) 


1,2.1,4-2,3.3,4 + 2,5.4,5 


= 0, 


(12.) 


1,2.1,5-2,3.3,5-2,4.4,5 


= o. 


(13.) 


1,3.1,4 + 2,3.2,4 + 3,5.4,5 


- 0, 


(14.) 


1,3.1,5+2,3.2,5-3,4 4,5 


= o, 


(15.) 


1,4.1,5 + 2,4.2,5 + 3,4.3,5 


= 0. 



Nach der allgemeinen Formel müssten hier 5 Coefficienten unabhängig sein, 
während in Wahrheit nur 4 unabhängig sind. Nimmt man nämlich die Coef- 
ficienten 1,3; 1,4; 2,3; 2,4 als bekannt an, so findet man aus der Differenz 
der zwei ersten Gleichungen in Verbindung mit der sechsten die Coefficienten 
1,5 und 2,5, ferner aus der Differenz von (3.) und (4.) in Verbindung mit 
(13.) die Werthe von 3,5 und 4,5; dann 3,4 aus 14.) und 1,2 aus (7.), 
schliesslich 1,1 aus einer der ersten 5 Gleichungeu. 

Versteht man unter E-^- die grösste in enthaltene ganze Zahl, so 
kann man die Anzahl der unabhängigen Coefficienten für ein gerades und 
ungerades m durch die gemeinsame Formel 1 + E^-^-E-^- ausdrücken. 

Im April 1867. 
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Ueber die Kettenbruchentwickelung des Gaussschen 
Quotienten ■ 

(Von Herrn L. W. Thomi.) 



Garns giebt in seiner Abhandlung über die hypergeometriscbc Reihe 

nachstehende Entwickelung des Quotienten F ^ a ',?,^\ r ^l' X \ indem er durch 

* («, ß, Y, x) 

F{a, ß,y, x) diejenige Function bezeichnet, welche für die Werthe des Ar- 
gumentes x innerhalb des um den Nullpunkt der Conslructionsebene mit dem 
Radius 1 beschriebenen Kreises durch die Potenzreihe 

^ a ( g + <)..,( c + r-1)/?(^-f-l)...(^+r-i) 
*Tf |.2...r.y( r +l)...( r + r-l) 

definirt ist, und welche gemäss der für die Reihe geltenden linearen Diffe- 
rentialgleichung : 

M | y-Q4-/?-H)* dF aß 
rix 1 T *(1-x) dx x(\-x) 

eindeutig und stetig bleibt bis zu einer vom Punkte x = 1 aus beliebig ins 
Unendliche gezogenen, sich selbst nicht schneidenden Linie. 
Die (i'a<msche Entwicklung ist diese: 

F{a,/J,r,x) t *,* 



1- 



l — a.-ix—- . 



ist. Für « = oc nimmt diese Enlwickelung die Form eines unendlichen Kelten- 
bruches an. Von den in vorstehender Entwickelungsform enthaltenen Ketten- 
brüchen hat der Verfasser im 66. Bande dieses Journals den besonders her- 
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vortretenden, in welchem /9 = 0 gesetzt ist, wodurch man den Kettenbruch 
einer hypergeomelrischen Function selbst, nämlich nach Verlauschung von y 
mit f— 1 den der Function F[a, x) erhält, in Bezug auf die Convergenz 
untersucht. Es hat sich dort ergeben, dass der Näherungswerth dieses Ketten- 
hruches in dem ganzen Gebiete der Ebene ausserhalb der Strecke auf der Ab- 
scissenaxe x — + 1 — h ^ gegen die erzeugende Function convergirt. Die 
bei diesem specielleren Keltenbruche angewandte Methode führt aber auch bei 

dem allgemeineren des Quotienten F ^ a 'f~ ri ' r \ t ' x ^ zum Ziele, und es soll 

in dieser Abhandlung gezeigt werden, dass für beliebige, reelle oder imaginäre 
Werthe der Grössen a, ft, y der Näherungswerlh dieses Keltenbruches in dem 
Gebiete ausserhalb der Strecke auf der Abscissenaxe x = -ft ...4. •» mit Aus- 
schluss derjenigen Punkte, in welchen der Quotient unendlich wird, gegen die 
erzeugende Function convergirt. 



§ 1 

Die Zähler nnd Nenner der Näherungsbrüche des Ketlenbruches 



K 

m 

mögen mit Z und N bezeichnet, und derjenige Näherungsbruch, welcher sich 
MM der Reihe der Brüche — , — — V, etc. ergiebl, = 4r- gesetzt 

werden. Alsdann gehl, wie in §. 1 der Abhandlung des Verfassers im 66. 
Bande dieses Journals ausgeführt ist, die in der Einleitung angegebene Ent- 
wicklung des Quotienten %£&±££±^ in nachstehende, ihr identische über: 
W{m t fl4 t,r+t,«) M < a,x a,a.x' 



, o,o,...o. -iJ— ~* . a,o, ...o.- t*r~ l f. 

+ Ä'_A'_i **" A'._,(/ , ._ 1 A-._ I -a^,x/'.A^) ' 

Dur (•—!)'" Nlheningsbruch des hypergeometrischen Ketlenbruches wird aber 



Digitized by Google 



Thomi, Kellenbruch für den Gautitchcn Quotienten 2" hupet geontetr. Reihen. 301 

dargestellt durch die Reihe: 

JL-l a ' x i aa t x% . a,o,...a.-;x— - 
A, A^A, A t A, ' "* ' A T »-i Af,_i 

Damit also dieser Näherungsbruch in einem solchen endlichen Theile des Ge- 
bietes ausserhalb der Strecke auf der Abscissenaxe x = +1 ... + <», in welchem 

kein Punkt liegt, worin der Quotient *C"^±^?±*iä unendlich wird, end- 

lieh bleibe, sobald n eine gewisse Zahl überschritten hat, und dann gegen die 
erzeugende Function convergire, ist nolhwendig und hinreichend, dass in 
diesem Bereiche das Restglied in der Entwicklung des Quotienten, nämlich 

g,« , ...o— ig" -1 /» 

A T „_i (f,~ t A._, — o_, x/; A_0 

mit wachsendem « unendlich klein werde. 

Die Ausdrücke der N hat Herr Heine (B. 57 dieses Journals) ange- 
geben, und zwar haben N lm und A r ,. +I , die ganze Functionen von x höchstens 
m"" Grades sind, folgende Formen: 

Nu, = F(<t,fl,y,x)F(\-m-a,-n-ß,\-2m-y,x) 

-a u o l ...*, m x* m+, F{i-a, x)F(«+», /?+»+!, y-f 2»+ l,x). 

A/, w+I = F(a ) ß,y,x)F(-m- a, ~m-ß, -2m-y,x) 

wo °"~ fylTi)/ isl * und <»»• a "> ••• dieselben Grössen sind, die unter dieser 

Bezeichnung im Kettenbruche vorkommen. Durch die Relation 

/ , ._,A'_ 1 -«„_,x/' )> A/_ 7 - A», 

die Herr Heine daselbst beweist, reducirt sich vorstehendes Restglied auf fol- 
genden Ausdruck: 

o,q t ...o.-ix— l f. 
A.-,./". 

Dieser Ausdruck wird jetzt, ebenso wie es bei dem specielleren Kettenbruche 
in der oben angeführten Abhandlung des Verfassers geschehen ist, transfor- 
mirt mittelst der Substitution: 

4» i - y T=~x 



wo j\-x den Werth 1 für x = 0 bat. Der Zusammenhang zwischen x und 
s ist der, dass einem Punkte x ausserhalb der Strecke auf der Abscissenaxe 

Bd LXVII. Heft 4. 39 
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x = +t««+oo ein Punkt » innerhalb des um den Nullpunkt mit dem Radius 
t beschriebenen Kreises entspricht und umgekehrt. 

Diese Substitution werde also in die Functionen 

Um — F(o + w, ß + m,y + 2m, x), N 1m {a,ß,y,x) 

= F(a + m,ft+m+i,y + 2m+i,x), JV 7 . M («, ß, y\ x) 

eingeführt. 

Nun ist bereits in §. 2 No. II der früheren Abhandlung des Ver- 
fassers nachgewiesen worden, dass das Product 

( 1 + »)-'" F(a + 1», ß + m, y + 2m, 4s ( 1 + »)~ 3 ) , 
welches für die Werlhe des Argumentes s innerhalb des Kreises mit dem 
Radius 1 eine eindeutige und stetige Function von s ist, und seine Ableitungen 
nach 3 für die genannten Werlhe des Argumentes mit wachsendem m gegen 
die Function 

3y-ia- ■'/}-! 3« t V-t 

vi"») 1 d+») 1 

bezüglich deren Ableitungen convergiren. 
Von den Producten 

vi+*)' , -A T ,^ 1 («,^y,4*(i + *r 3 ) 

wird jetzt ebenfalls gezeigt werden, dass jedes von beiden mit wachsendem 
m sich einer endlichen Function von a als Grenze nähert. Dabei kann man 
sich wegen der Relation, welche zwischen den Nennern der Näherungsbrüche 
besteht: 

auf die Ermittelung von lim. (i + *? m N 1m beschranken. 

§ 2. 

•Vj- («, ß, y, x) ist eine ganze Function von x höchstens *»"" Grades; 
daher hat (l+*) 7 "iV 1( .(a, ß, y, 4a, die Form: 1-f c.s + c^-f •••+c J «* J -, 
wo c r = c, m _ r ist. In dem Ausdrucke 

(i+») ta JV».(«,Äy J 4*(t+*r l ) 
= ^(«,Ay»4i(i+*H(H»r^(i-»-«,--»-Äi-a»-y,4»(l +*)-») 

xF(a + w,/H« + l,y+2m+l,4 a (l + *r J ) 
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sind aber alle hypergeometrischen Functionen für die Werthe von z innerhalb 
des Kreises mit dem Radius 1 eindeutige und slotige Functionen von * und 
lassen sich daher für diese Werthe des Argumentes durch Potenzreihen von der 
Form i-rla,* r darstellen. Daher ist die ganze Function 2m' fa Grades von z 

gleich dem bis zur 2f»" B Potenz von * gehenden Theile der Potenzreihe, die 
das Producl 

darstellt. Dieses Product werde durch das ihm identischo 

F{a,ß, y ,4*:U tr 7 ) i+»r ,/, (l^) ,, - + ' 7) F(l-».-a,-«-^1-2«l-y,4»(i+»r , ) 
ersetzt. 

Der Modul des allgemeinen Gliedes der Potenzreihe, welche demPro- 
ducte F(«,fty,4* l+*)- 3 );1 + »)-'»« gleich ist, bleibt, wenn Mod * =R<i 
ist, unterhalb einer positiven Grösse G; daher bleiben die Coefficienten dieser 
Potenzreihe dem Modul nach unterhalb der entsprechenden Coefficienten der 
Potenzreihe G.2\^r), wo G eine gewisse positive Grösse >1, Ä<1 ist. 

Der Ausdruck 

(l+*F*"+*f(l-«-»<t -«-/*, 1 -2m~ r , 4* (1 +»)-'). 
der zur Abkürzung mit <fa m {*) bezeichnet werde, genügt aber der Differential- 
gleichung: 

, (1 _ ,») fej« + { 2 ^ 7 , 1 , 2;2«-y-l )*+(2/5-y-l V-2(» + /*X 

und man erhalt, wenn = 2,a r »' gesetzt wird, aus dieser Differential- 

gleichung folgendes Gesetz der Coefficienten: 
Von r — 0 bis oo : 

_ 2Q-2*-H)Q-r-l+/9) , ( r - 2/>+y)(2i-r + 3>) ^ ' 
B '+»- ( r + 2)(2m-r-2 + y) 1 ( r + 2)(2«-r-2 + y) 

2a.-l+y ~ a " 1 - a "' 

Untersucht man aber die Coefficienten o,,, a,, ... o., so findet sich Folgendes: 
Für r lasst sich ein so grosser Werth q bestimmen, dass, sobald m 
und r die Bedingung m^r>(» erfüllen, 

Mofl - I (r + 2)(2ÜT-r-2 + r ) I ^ MOd - I (r + 2)0 - 2 + r) > 

OO» 
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wird, wo * eine beliebig klein angenommene positive Grösse ist, und 

Mod ) (r-2ß + r X2m-r + 2ß)\ 

Mod - I (r+8)(£-r~2 + y ) ■ I < 1 + ' 

Da ferner die Coefficienten a„, o,, . . . a e+ , bei beliebig grossem m dem Modal 
nach unterhalb einer positiven Constanlen A bleiben, so kann man Mod. a,, <C/t, 
Mod. o,)-< A{ [14 * i ■•• Mod.(a f+ ,)<r-4{l + »/'*' 1 setzen. Aus dem Vorher- 
gehenden folgt daher, dass für m > p auch Mod. (a y . u X .4(1 -f . . . 
Mod. •uXii(J + «r is*- Bildet man jetzt das Product 

und vergleicht die Coefficienten mit denen der entsprechenden Polenzen in 
dem Ausdrucke 

so sieht man, dass für « > p die Coefficienten 1, c,, e„ ... c„ dem Modul 
nach kleiner als bezüglich A,,, *„ . . . k. sind. Da aber = c, ist, 
während die Grössen k beständig wachsen, so haben alle Coefficienten c, die 
angegebene Eigenschaft. 

Daraus ergiebt sich, dass für ein fuirtes r Mod lim. c,) < k, sein muss. 

Die Reihe J£k,i' convergirl innerhalb des Kreises mit dem kleineren der 

beiden Radien H und — — , der m Ä, sei; innerhalb desselben Kreises con- 

l + « 

r —x 

vergirt also jedenfalls auch die Reihe 2: lim. c/»'. 

Nimmt man jetzt für r einen beliebig grossen Werth p, an, so lissl 
sich für m ein so grosser Werth ,» bestimmen, dass bei m^u 

Mod. {e, -lim. c,)} < f, 

* • r — 0 . . . p, 

ist, wo #, eine beliebig klein angenommene positive Grösse bedeutet. Daher 
ist für > p und Mod. ») < Ä, 

Mod. 1 2 c, *' - i'lim. ; Cr ) » r } < «» ^Mod. (s r ; + 2 ^ A, Mod. * r ,\ 

Da aber p, beliebig gross und t, beliebig klein angenommen werden konnte, 
so sieht man aus dieser Ungleichung, dass für Mod. die Function 2> r », 

mit wachsendem m gegen die Function £ lim. 'c, \ *' convergirl. Ebenso con- 
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im 

vergiren die Ableitungen von £c,t r nach t gegen die entsprechenden von 

0 • r 

£ Um. (c r )*'. Da aber R, beliebig nuhe an 1 gebracht werden kann, so hat 

Im 

die Function 2 c, j' mit ihren Ableitungen die angegebene Eigenschaft inner- 
halb des ganzen Kreises mit dem Radius 1. 

Um nun die Form der Grenzfunction zu bestimmen, gehe man zu dem 
Ausdrucke * 

= F(a,Ay,4. I+« -0(l+*/-F(l-w-«, -«-,*, l-2«-y, 4»:l + zr 5 ) 

xF(a +«, fi+m+\ , y 4- 2w + 1 , 4»( 1+*)-') 
zurück. Die linke Seite dieser Gleichung convergirt, wie hewiosen, mit 
wachsendem m gegen eine endliche Function von t und zwar für beliebige 
Werthe der Grössen a, (i, y (wobei y natürlich nicht den Werth Null oder 
den einer negativen ganzen Zahl erhält, in welchen Fällen o oder (i eben 
solche und absolut genommen nicht grössere Werthe erhallen müssten, und 
daher ausser dem schon früher behandelten Kettenbruche von F[a, 1,1, x) 
höchstens endliche Keltenbrüche in der oben angegebenen Entwickelungsform 
enthalten sein können). Man nehme nun auf der rechten Seite der vor- 
stehenden Gleichung in den einzelnen bypergeomelrischen Functionen zunächst 
die positiven ganzzahligen Werthe von y aus. Da nach §. 1 

lim. { (1+ »r 2 - 3 F(a + m, ß + m+ 1 , y + 2m + 1 , 4» ( 1 + a)" 1 )} . 

«i— ■ * 

und ferner lim. {a.,<*, . . . 0^,(4»^} = 0 ist, weil die Reihe !>,«,...«, 4*)' M 
für lim. Mod.(a,4») = Mod. » -< 1 convergirt; so ist 

xF(a-h», / H»+l,y+2»n-l,4»;i+*T 2 )} - ü. 

Der Ausdruck 

F(«,/9,y,4z(l + 3 r)(1 + »r/ ;, (l-«-«,-*-Al-2«»-r ) 4 a (l + an 
convergirt daher mit wachsendem m gegen die gesuchte Grenzfunction ; 
ebenso seine Ableitungen nach a gegen die entsprechenden dieser Function. 
Betrachtet man jetzt ein solches Gebiet in dem Kreise mit dem Radius 1, 
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in welchem keiner der Punkte liegt, worin F(n,/i,y,4»(l4-s} ~ 5 ) verschwindet, 
so sieht man aus dem Vorhergehenden, dass in diesem Gebiete der Ausdruck 
(H-») 7 "/^ 1 -«-ftl-2»-y,4*(l + »)- 1 ) und seine Ableitungen 
ebenfalls gegen endliche Functionen von z convergiren müssen. Dasselbe 
findet also bei der Function 

(1 + 8) ^^f'(l-m-«,-m-^l-2 W ,- r ,43(i + zr) = ,/,„(*) 
slalt. Bringt man aber die oben angegebene Differentialgleichung von y 2- (a) 
auf die Form 

wo zur Abkürzung 

* rr? 

■ 

gesetzt ist. so erhält man durch Integration 

Hieraus ergiebt sich, dass in dem betrachteten Gebiete 

lim. Vj „,(*) = e " =(1-*) + ■ 

ist. Da nun bereits feststeht, dass der Ausdruck 

F(« w ^^4 8v l^ a n(H») , -/'Xl-«-« J -"-Äl-2«-y,4 a (l + a )- J ) 

überall innerhalb des Kreises mit dem Radius 1 gegen eine bestimmte Grenz- 
function convergirt, so muss diese gleich 

F(«,/?^4»(i+»)-')(i-*) ' (14-*) » 

sein. Damit ist also für alle Werthe von (t, /?, y mit Ausnahme der posi- 
tiven ganzzahligen Werthe von y bewiesen, dass 

r , a 2« ^y-Iy-l l->— y 

-Elim.fe,)»' = F(«,/?,y,4*(l + »)- l )(l-*) 3 (1+*) ' 

ist. Wegen der Stetigkeit der Coefficienten der Potenzreiheu, die beide Seilen 
darstellen, in Bezug auf die Grössen er, ß, y gilt aber die vorstehende Glei- 
chung für alle Werthe dieser Grössen. 
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Die Function (i + ») J "iV,.(0,/i,y, 4» (1 + »)"*) nnd ihre 
nach * convergiren also mit wachsendem m gegen die Function 

*(«,Ar,4i(t+«n(i-«) 1 2 

bezüglich deren Ableitungen. 

Ebenso hat die Function (l + s) 7 -A' 2 . +I (o, ß, y, 4*(i+»)-*) gemäss der 
Relatiou AT 1-+J = iV, -+I — a^^xiV,,. zur Grenzfunction 

F(«,Ay,4*(i+»n(l-«) 7 (1 + ,) ' 

§■ 3. 

Kehrt man jetzt, nachdem die Grenzfunclionen, auf die in §. 1 hin- 
gewiesen wurde, bestimmt sind, zu den dortigen Betrachtungen zurück und 
transformirt den Ausdruck °. a .-""-«f-'A durch Einführung von *=4»(l-f a)"'. 
so erhölt man 

Die Function - — »p- 7— ^ convergirl nach $. 1 und §. 2 mit wachsendem // 

(1— »)r- a -^ 1 + ('. 



> — 

I h\a,/i, r ,4*(l + *)-*) 
Dieser Ausdruck bleibt endlich mit Ausnahme derjenigen Punkte, worin 
F(«, 4a (1 + »)-') verschwindet. liro.a 1 o I ...a._ 1 (4*r l = 0, wie in §. 2 

gezeigt worden ist, also convergirt der Ausdruck o l o,...o,_ l (4*)* -l - i — ^ p-^- 

innerhalb des Kreises mit dem Radius 1 mit Ausschluss derjenigen Punkte, 
worin F(o, ß, y, 4*(l-f a)~*) verschwindet, gegen Null. In diesen Punkten, 
wo F(cr, y, 4s (1 + »)""') oder F{a > ß,y,x) verschwindet, verschwindet aber 
nicht, vorausgesetzt, dass nicht eine der Grössen o r in 
dem Kettenbruche verschwindet nnd dieser daher ein endlicher ist; weil sonst 
nach der Relation f r = f^-a^xf,^ sammtliche Grössen fr in demselben 
Punkte verschwinden müssten, was gemfiss dem in §. 1 angegebenen Grenz- 
ausdrucke von f r für r = 00 nicht der Fall ist. Daher wird in diesen Punkten 



tri 

der Quotient F( %f + + *' unendlich. 

Das Resultat ist milbin, wie in der Einleitung ausgesprochen, dieses: 
der Naherungswerth des hypergeometrischen Kettenbrnchs convergirt bei be- 
liebigen Werthen der Grössen «, ß, y in dem ganzen Gebiete ausserhalb der 
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Strecke auf der Abscissenaxe x = -\-\ ... + «5 mit Ausschluss derjenigen Punkte. 

worin der Quotient ^^S^ht^^El unendlich wird, gegen diesen Quotienten. 

Ueher «las Verhallen der Function F(a, ß, y, x) in der Umgebung des 
Punktes x—\ giebt die Formel von Herrn Kummer (Band 15 dieses Journals) 
Aufsehluss, welche diese Function durch die parliculären Integrale der linearen 
Differentialgleichung, die von (1 — x) abhängen, ausdrückt: 

= ^f'(«./^«+^-y+l,l-x) + Ä(1-^-« < ßFiy-a,y-ß,y.-«~ß+\A-x) 

*~ n(j~-*^)n(r~ß-\) ' ff(«~i)ii(p~i} ' 

wo 

rrr \ u S 1.2.3...« v > 

welche Formel gilt, solange y — a — ß keine ganze Zahl ist. Wendel man 

diese Formel auf den Quotienten ?W-±l>*±L*) an , wofern y -«-/? nicht 

r{. a i p, r> 

ganzzahlig ist, so findet man leicht, dass, wenn keine der Grössen o, y — ß, 
ß+l. y—a+l der Null oder einer negativen ganzen Zahl gleich ist, in wel- 
chen Fällen der Kettenbruch ein endlicher wfire, der Quotient den Punkt x=i 
zum Verzweigungspunkte hat und ausserdem, wenn die Grössen a, ß t y reell 
sind, auf der Strecke der Abscissenaxe x = + 1 ... + oo imaginär wird. In 
letzterem Falle kann daher die Kellenbruchentwickelung, die auf dieser Strecke 
aus reellen Elementen besieht, keinen der beiden Zweige darstellen. 

Die in §. 1 angegebene Reihe, welche den Ketlenbruch identisch er- 
setzt, lasst sich in den einzelnen Gliedern differentiiren und stellt alsdann die 
Ableitungen der ursprünglichen Function dar, was auf dieselbe Weise, wie 
bei dem speciclleren Kettenbruche, den der Verfasser im 66. Bunde dieses 
Journals behandelt hat, gezeigt wird. 

Es soll jetzt an einigen Beispielen nachgewiesen werden, dass es in 

der Thal Quotienten f ( %f + l' H "-? , * ) mit unendlich fortschreitendem Kelten- 

r(a, p,y, x) 

bruche giebt, die in Punkten des Gebietes ausserhalb der Strecke auf der 
Abscissenaxe x m + 1 .. .-f <» unendlich werden. 

Zu dem angegebenen Zwecke betrachte man folgende aus dem Binomium 
{\~x}" =F(~u, 1,1,*) entspringende, hypergeometrische Functionen 
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Es werde ,i< reell und von einer ganzen Zahl verschieden angenommen. Führt 
man alsdann die Funclionen F{ 1 -,«, 1, 2, x) , , -^y^, i , x 3 ). 

F(-4,-ür_L,l,x') als Nenner in den Quotienten fteg+fr 

v * 8 « ' r ia, ß,y,x) 

ein, so erhält man aus diesem unendlich Fortschreitende Kettenbrüche. In der 
ersten Function bleibt für x die Strecke auf der Abscissenaxe x = -f 1 . . . -f 
ausgeschlossen, in der zweiten und dritten die Strecken x = — x;...— 1 und 
+ 1 . . i + ao. Wird daher 1- (1 - xl" = 1 - e" '" g 1 + (^~J= 1 + e u " ge- 
setzt, so bleibt für u und r die Strecke — so . . . 0 ausgeschlossen und die 
Logarithmen nehmen den Werth Null für « und © = 1 an. Damit nun 1— e f,, ' v * 
und t-f e "" in dem betrachteten Gebiete von w und r verschwinden, muss 
log« = — M und löge = - jj- u sein, wo m und n näher zu bestimmende 
ganze Zahlen sind. Da aber, wenn x = e 9i gesetzt und & innerhalb der 
Grenzen -n und -f* genommen wird, logx mit dem Anfangswerthe Null für 

gleich 9i wird, so müssen m, » und .«/ die Bedingungen -1<_<J 

^* 

2w -4- 1 

und — 1< — — — <1 erfüllen. Sind aber diese Bedingungen erfüllt, und wird 
u = e*"\ v = e~^~ n ' gesetzt, so verschwinden i-e***' und 1+e" 0 *'. Wird 

nun noch für m der Werth Null ausgeschlossen, damit in l-x = <r" *' und 
-^f = < ?» "'x nicht verschwinde, so sind die aus den Gleichungen l-x = c" , 

T^c~ e ^ * TTx =e sich er ? ebenden Werth« von x solche, welche, 
beziehlich in die angeführten, hypergeomelriechen Functionen eingesetzt, diese 
innerhalb des jeder zugehörigen Gebietes verschwinden machen. Für dieselben 
Werthe von x kann, wie oben nachgewiesen, der Zähler des Quotienten 
f\a,ß±l,r+^) nichl ver8C h w inden; für diese Werthe wird daher der Quo- 
tient unendlich. 

Berlin, im Mai 1867. 

filr Mathematik Bd. LXVII. Heft 4. 40 
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Ueber die Entwickelung beliebig gegebener 
Functionen nach den Bessefachen Functionen. 

( Von Herrn Carl Seumann in Tubiugen.) 



Wie man die von Cauchy aufgestellte Forme! 

mit Vortheil verwenden kann zur Begründung von Entwicklungen nach stei- 
genden oder fallenden Potenten, ist bekannt. (Vgl. die Theorie des fonctions 
doublement periodiques, par Briol et Bouquet , pag. 20 — 34.) Dass man 
durch dieselbe Methode auch zu Entwickelungen gelangen kann, welche fort- 
schreiten nach den Kugelfunctionen erster oder zweiter Art, durfte gleichfalls 
bekannt sein. (Vergl. meine kleine Schrift über die Entwickelung einer 
Function mit imaginärem Argument nach den Kugelfunctionen erster und zweiler 
Art. Halle. 1862.) 

Neu aber wird es sein, dass man jene Formel auch benutzen kann 
sur Auffindung und näheren Begründung von Entwickelungen, welche fort- 
schreiten nach den Betsehchew Functionen J% oder auch nach geitwen nett- 
gebildeten Functionen 0". In Betreu" dieser 0* ist zu bemerken, dass sie zu 
den J" in ganz ähnlicher Beziehung stehen, wie die Kugelfunctionen zweiter 
Art zu denen erster Art, d. i. wie die (>" zu den P*. 

Die //rae/sche Function /*(*] wird bekanntlich definirt durch die siel* 
convergente Reihe: 

= 2^( 1_ 2T2^+~2 + 2.4.2n + 2.2n + 4 

wo Iln = 1 .2.3...» (und demgemäss f/0 = 1) ist. 

Die von mir eingeführte neue Function 0"(») ist eine gante rationale 

Function von — vom Grade, welche certchtcindel für z = ac, also 

eine Function von folgendem Charakter: 

y ~ tm , x A B.C. G H 

Die Constanten A, B, C, ... G, H sind alternirend =0; so dass die Function 
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0"(i), je nachdem n gerade oder ungerade ist, entweder ein Aggregal von 

lauter ungeraden oder ein Aggregat von lauter geraden Potenzen ist. 

Versteht man unter *. eine Constante, welche für » = 0 den Werth 1, 

für »>0 den Werth 2 hat, so dient als Definition von die Formel: 

, , 2-/7» /. »* ** \ 

(*) = -j+r [}+ 272n=T + 2.4.2»-2.2n - T + "V« 

wo der Ausdruck rechts hei einem gewissen Gliede abzubrechen ist, nämlich 
nur diejenigen Glieder umfassen soll, welche verträglich sind mit dem der 
Function 0"(z) beigelegtem Charakter. (Das leiste Glied innerhalb der Paren- 
these enthält also die »" Potenz oder die (»—1)" Potenz von », je nachdem 
n gerade oder ungerade ist.) 

So ist, um einige Beispiele anzuführen: 

und andererseits: 

5 120 . 1920 

Ebenso wie repräsentirt wird durch das von .Be»*«/ angegebene Integral 

/"(») = — y cos(*sina>— n«u)rfa>, 

ebenso kann auch 0*(») durch ein bestimmtes Integral ausgedrückt werden. 

Es ist nämlich: 

Die hauptsächlichen Resultate meiner in Betreff der Functionen J und 0 an- 
gestellten Untersuchungen sind folgende. 

1. Für jedes beliebige n (ausgenommen * = 0) ist: 

40» 
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Auf den Fall n = 0 sind diese Formeln schon desshalb nicht anwendbar, weil 
/"'(») und 0~'(») ohne Definition geblieben sind. Diese Lücke findet ihre 
Ausfüllung durch die Formeln: 

Mit Rücksicht auf die </ waren diese Formeln schon von Bettel aufgestellt. 

2. Versteht man unter J eine auf der z Ebene in geschlossener 
Bahn und in potitiver Richtung herumlaufende Integration, so gellen die 
Formeln: 

fr (»)/■(»)* = o, 
yb-(»)o-(»)A = o, 

wo m, n beliebige {gleiche oder verschiedene) Zahlen sind. 

Wenn das von der Integrationscurve umgrenzte Gebiet den Punkt 0 
nicht enthalt, so ist jederzeit 

* = 0. 

Enthalt aber dieses Gebiet den Punkt 0 in sich, so ist 
• ' oder =0, 



jenachdem die Zahlen tu. u gleich oder verschieden sind. 

Unter dem Punkte 0 ist hier der Anfangspunkt des in der * Ebene 
festgesetzten Coordinatensystems. und unter <„ die schon früher angegebene 
Constante zu verstehen. 

3. Sind * und s, coniplexe, der Bedingung mod.» <C mod. 3, unter- 
worfene Variable, so Ifisst sich der Bruch * mit Benutzung der Functionen 

*i * 

J, 0 in folgende Reihe entwickeln: 



1; m l t J'(*)0-M 
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Diese Entwickelung bleibt convergent und gültig, so lange die angegebene 
Bedingung med. z < mod. 2, erfüllt ist. 

4. Jede Function /"(»), welche innerhalb eines Kreises mit dem Mittel- 
punkt 0 eindeutig und stelig ist, kann (und nur auf einerlei Art) entwickelt 
werden in eine nach den /"(») fortschreitende Reihe: 

f{*) = o u J ,, (*)+« l 7' (*)+«,/* (») + -, 

welche convergent und gültig bleibt für alle Punkte innerhalb des Kreises. 

5. Jede Function f(z . welche eindeutig und stetig ist auf der von 
zwei concentrischen Kreisen mit dem Mittelpunkt 0 begrenzten ringförmigen 
Fläche, kann (und nur auf einerlei Art) entwickelt werden in eine nach den 
J*(t) und 0'{i) fortschreitende Doppelreihe: 

Hu) = « B / B («)+o I y 1 (*)+^^(*)+». 

+ M ) 0"(*)+/?,0 , (»)+ÄO'(*) + -, 
welche convergetä und gültig bleibt für alle Punkte jener ringförmigen Fläche. 

6. Die constanten Coefficienten a und «, [i in den Entwickelungen 
4. und 5. können unmittelbar berechnet werden durch Anwendung der Integral- 
Eigenschaften in 2. 

7. Die Entwickelungen in 3., 4., 5. erleiden durch (beliebig oft wie- 
derholtes) Differentiiren nach den Variablen z, a, keinerlei Beeinträchtigung 
hinsichtlich ihres Convergenz- und Gflltigkeits- Gebietes. 

8. Die eine particuläre Lösung der Differentialgleichung 

Oz Z Oz 

ist bekanntlich 

F = /'(*). 

Ihre andere particulfire Lösung wird nicht etwa durch die Function 0"(»), 
sondern durch folgende Reihe reprflscnlirt : 

F = J ü (»).log» + 2[J i (a)- JJ + («) + K'(*)-i^(*) + -]- 

Sie besteht also aus zwei Theilen, von welchen der erstere im Punkte 0 
logarithmisch unendlich wird, während der andere (dargestellt durch eine stets 
convergente Reihe) eindeutig und stelig bleibt für sflmmlliche Punkte der 
» Ebene. 
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9. Die Function /"(«) genügt bekanntlich der Differentialgleichung: 

Ö'F , t dF 



Eine Differentialgleichung, welcher die Function ()"(*) Genüge leistet, ist 
folgende: 

d'F 3 dF , n'-i N _ 

W + T-öTV 1 ? — J F _ 9 ~ 

wo g>„ gleich ist für jedes gerade n, hingegen gleich -~ ist für jedes 
ungerade n. 

Tübingen, 28. Marx 1867. 

Die Untersuchungen, deren Resultate ich hier in Kürze tnilgetheilt habe, 
sind inzwischen von mir in ausführlicher Weise dargelegt worden in einer separat 
erschienenen Schrift: „Theorie der Besseischen Functionen". Leipzig. 1867. 

Friedrichroda, 21. August 1867. 
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Mittheilung über Kettenbrüche. 

(Von Herrn E. Heine zu Halle.) 
Aoscug am dem Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 



ie Untersuchungen, welche ich hier mitlheile, beziehen sich 
auf den Ketlenbruch, in welchen sich 

■ -/Vmä 

verwandeln lässt, wenn a und ß reelle oder imaginäre Constante bezeichnen. 
fii irgend eine Function von z ist, welche a einen bestimmten endlichen 
Werth ertheilt, und wenn die Integration auf einem gegebenen Wege erfolgt. 
Sind « und ß reell, so denken wir uns auch den Weg reell. 

Es handelt sich hier also um sehr allgemeine Functionen ff; integrirt 
man z. B. über eine sogenannte Peripherie um x, so verwandelt sich 0 unter 
den bekannten Bedingungen in — 2nif[x). 

Schon in früheren Arbeiten habe ich eiu besonderes Gewicht auf die 
Näherungsnenner gelegt, und sie z. B. im 32*"" Bande, p. 209 dieses Journals 
benutzt, um den Keltenbruch selbst zu finden ; es liefern nämlich die bekannten 
recurrirenden Formeln, welche je drei aufeinander folgende Näherungsnenner 
verbinden, sofort die Partial- Zähler und Nenner des Ketlenbrucbs. 

Im Folgenden gebe ich die Näherungsnenner des Kettenbruchs für o 
an, und zwar wird ein solcher Nenner, wenn er vom »'"' Grade ist, durch 
ein «faches Integral ausgedrückt; aus demselben findet sich durch je eine 
Integralion der Näherungszähler und der Rest, d. h. die mit dem Näherungs- 
nenner multiplicirte Differenz zwischen o und dem Näherungsbruche. 

Es werden sodann einige Eigenschaften der Näherungsnenner von n 
angegeben, und u. a. findet sich eine Beziehung zu einer Reihenentwickelung, 
die in einem speciellen Falle, welchen ich näher untersuchte, in dem nämlich 
f(x) gleich 1 dividirt durch die Quadratwurzel aus einer ganzen Function 
von x ist, eine Analogie mit der Entwickelung in trigonometrische Reihen 
darbietet. Zugleich zeigt sich, dass in diesem Falle die Näherungsnenner von 
" zu jenen ganzen Functionen gehören, die einer linearen Differentialgleichung 
zweiler Ordnung genügen, über welche ich in einer früheren Miltheilung vom 
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7. Jnnuar 1864 berichtete. Der Rest tritt als eine zweite Lösung derselben 
Differentialgleichung auf. Unten gebe ich die Resultate an, wenn die er- 
wähnte Quadratwurzel >M ejner ganzen Function vom dritten Grade ge- 
zogen wird. 

§. 2. In der Analysis haben solche Gesetze für Entwicklungen 
die grösstc Redeutung, nach welchen die Entwicklung nur auf eine Weise 
erfolgen kann. So stellt man ein Gesetz auf, um eine reelle Zahlgrösse a 
auf völlijr bestimmte Art in einen Keltenbrnch zu verwandeln, dessen Partial- 
Zähler sämmllich 1, dessen Partial- Nenner positive ganze Zahlen sind. Um 
in ähnlicher Weise eine Function von x — sie heisse a — zu entwickeln, 
kann man zwei verschiedene Gesetze aufstellen, von denen das eine Ketten- 
brüche solcher a liefert, welche sich nach ganzen absteigenden Potenzen von 
r ordnen lassen, das andre auf Reihen anwendbor ist, welche nach ganzen 
Polenzen einer Grösse x oder x — c aufsteigen. 

Im ersten Falle setz* man 

«^«„-i-i-; tf, = + etc. 

wenn 6',,, O n etc. ganze Functionen von x bezeichnen, und <r„ ö», etc. für 
x = x selbst unendlich werden *). Dieses Gesetz giebl offenbar einen ganz 
bestimmten Kettenbruch für a, und C n 6' 2 , etc. sind mindestens vom ersten 
Grado. Man beweist bekanntlich leicht den Satz: Sind irgend welche ganze 
Functionen G„, G\, etc. Gy_j gegeben, und man fügt ihnen eine solche 
Grösse a, hinzu, dass der aus den Partial -Zählern 1 und den Parität -Nennern 
G'„, G,, G a , elc. o,. gebildete Ketlenbruch gleich a wird, so isl dies 

immer die Enlwickelung von o, welche man nach obigem Gesetze erhält, so- 
bald nur für x = -x. auch o, = x. 

Ist gleich das Folgende so gefassl, dass es sich ausschliesslich auf 
diese Art von Kellenbrüchen bezieht, so kann es doch sofort auch auf solche 
übertragen werden, welche nach aufsteigenden Potenzen von x — c geordneten 
Reihen entsprechen. Man erhält solche Kettenbrüche indem man setzt 

„,.*.+ elc . 

*l °> 

*) De» bequemem Ausdruck» wegen soll der Kall eines rationalen ff, also eines 
abbrechenden Kettenbruch» Überall ausgeschlossen werden. Uin diesen Fall zu um- 
fassen müsste man die obige Bedingung für <;,, ff,, etc. durch die im allgemeinen mit 

ihr übereinstimmende ersetzen, dass — , — , etc. für x = x, verschwinden. 
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und unier elc. Constante versteht, von denen nur k\, Null sein kann, 

unter g„, g t , etc. positive ganze Zahlen, unter o,, o 2 , etc. Functionen von 
x, die sich für x=c in eine von Null verschiedene Constante verwandeln. 

Der Coefficient der höchsten Potenz von x in jedem Näherungsnenner 
ist zwar vollkommen bestimmt, doch für das Folgende ohne Wichtigkeit. Es 
soll deshalb Näherungsnenner schlechtweg auch das Product des wahren 
Nenners in eine willkürlich gewählte Constante heissen. Zahler und Rest 
sind dann der wahre Zähler und Rest mit der gleichen Constante multiplicirt. 
Die Bestimmung der erwähnten Constante bietet nicht die mindeste Schwie- 
rigkeit dar. 

§. 3. Die Function, welche in einen Kettenbruch entwickelt werden 
soll, sei gegeben und wie im §. 1. 

■ 

so dass G„ gleich Null wird. Es mögen die unbekannten Parlial- Nenner (?,, 
(?,, etc. vom Grade etc. sein. Zähler, Nenner und Rest des v l * m 

Näberungsbruches heissen Z„ N,, R,, denen zuweilen noch das Argument, 
also hier x, hinzugefügt wird. Die Zählung ist so zu verstehen, dass 

A. - _L 

JV, G, • 

gesetzt wird. Z, N und R sind durch die bekannte Gleichung 

(1.) iV r .o-Z r = R r 

verbunden. Der Grad von N, sei n, so dass 

also m nur dann v ist, wenn der Kettenbruch durchaus regelmässig wird, 
d. h. wenn alle Partial- Nenner vom ersten Grade sind; in allen übrigen 
Fällen bat man n > v. 

Man weiss, dass die nach fallenden Potenzen von x geordnete Function 
R r mit der — (n+g r+l f" Potenz von x beginnt, und dass dieser Umstand ein 
System von linearen Gleichungen zur Bestimmung der Coefficienlen von N r 
liefert. Durch ihre Auflösung finde ich folgendes Resultat: 

Sind x,, x, y etc. x n Veränderliche, nach welchen von a bis ß integrirt 
wird, seist man ferner 

yj(x) = (x-x t )(x-x i )...(x—x.) 

Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft 4. 41 
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und bezeichnet die Diacrhninante von y{x), also das Quadrat der Producte 
der Differenzen aus je zwei von den Grössen «, , x x , etc. x, durch J, so 
wird der v u Näherungsnenner durch das n fache, der Näherungstähler und Rest 
aber durch das einfache Integral ausgedrückt 

(2.) N r = f%(x)r(x r )f(x 1 )...f(x m )Jdx,dx t ...dx mt 

m 

§. 4. Es könnte so scheinen, als ob diese Formeln noch nicht zur 
Bestimmung der N bei gegebenem f ausreichen, indem die Anwendung der 
Formel (2.) verlangt, dass man den Grad des Nenners N t im Voraus kennt. 
Es lotst sich aber beweüen, dass immer und nur dann ein Nenner »**" Grades 
existirt, wenn der Coeflicient der höchsten Potent von x in (2.), d. h wenn 

(3.) f ß f{x x )f(x % ) . . .f(x m ) Jdx l dx i ...dx, 

■ 

nicht verschwindet. Man wird daher aus (2.) dennoch alle Nenner 7V t , JV», etc. 
erhalten, indem man für n successive sämmtliche positive ganze Zahlen setzt, 
für welche (3.) nicht verschwindet. 

Der Gang des Beweises ist folgender: Da man den Kettenbruch und 
speciell g r+ ,, den Grad des v+l to " PartiaJ -Nenners, noch nicht kennt, so kann 
man nur sicher sein, dass jeder Nenner JV vom »*•" Grade die Eigenschaft be- 
sitzt, im Producta N.a die negativen Potenzen bis zur — incl. fortfallen 
zu lassen; die Lücke, welche dadurch entsteht, dass man über die zunächst 
folgenden Potenzen im Ungewissen bleibt, lässt sich jedoch ausfüllen, wenn 
man als zweite Eigenschaft ins Auge fassl, dass N und Z keinen Theiler 
gemein haben. Diese beiden Eigenschaften sind, wie sich leicht zeigen lässt, 
bestimmend, d. h. jede ganze Function » Un Grades .V, welche die Eigenschaften 
besitzt, erstens, dass im Producte N.a die negativen Potenzen bis zur — » u * 
incl. fortfallen, zweitens, dass die ganze Function Z, welche die nicht ne- 
gativen Potenzen im Producte N.a enthalt, mit N keinen Theiler gemein hat, 
ist ein und daher der Naherungsnenner n» m Grades von a. 

Dies vorausgesetzt stelle ich der Reihe nach folgende drei Punkte fest: 
1) Existirt ein Nenner N vom »*•" Grade, so ist eine ganxe Function * w " 
Grades, also dieser Nenner, durch die erste Bedingung allein schon vollständig 
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(d. h. bis auf einen constanten Factor) bestimmt. 2) Ist umgekehrt eine ganze 
Function als Function »**" Grades durch die erste Bedingung schon vollständig 
bestimmt, so genügt sie von selbst der zweiten, ist also ein Nenner Grades. 
3) Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass durch die erste 
Eigenschaft allein eine ganze Function »*" Grades N vollständig bestimmt sei, 
besteht darin, dass (3.) nicht vorschwindet. 

Um den ersten Punkt festzustellen bezeichne N oder N(x) den Nenner 
n"" Grades, dessen Existenz vorausgesetzt wird, der also beiden Bedingungen 
genügt, und daher die einzige ganze Function n u " Grades ist, die beiden ge- 
nügt; ferner sei N l (x) eine davon verschiedene Function n UB Grades, wenn 
es solche giebt, die der ersten Bedingung allein genügt. Es mögen Z und 
Z 1 den Buchslaben N und iV 1 entsprechen. Dann wird für jeden von Null 
verschiedenen Werth der willkürlichen Constante X auch XN+N 1 mit AZ + Z 1 
einen Theilor, also auch einen Thoiler ersten Grades x—a gemein haben. 
Da JV(a) nach der Voraussetzung nicht mit Z(er) zugleich verschwindet, so 
müssen verschiedenen X auch verschiedene a entsprechen. Es folgt nämlich 
aus den zwei Gleichungen 

XN(a) + N'(a) = 0, XZ (a) + Z' (a) - 0, 

von denen wenigstens eine nicht Null als Factor von X enthält, dass jedem 
et ein X, verschiedenen a verschiedene X entsprechen (höchstens einer Anzahl 
von je » verschiedenen a können gleiche X entsprechen). Unendlich vielen 
verschiedenen X entsprechen also unendlich viele verschiedene a, und man 
hat demnach für unendlich viele, daher Für alle x 

N(x)Z i (x)-N , (x)Z(x) = 0, 

was wegen des gleichen Grades von N und N y nicht möglich Ist. 

Um auch die Umkehrung (ad 2) zu beweisen nehme man an, es sei 

TV = ap-fa,a:+ + 

durch die erste Bedingung allein vollständig bestimmt Diese ist gleichbe- 
deutend mit der Erfüllung eines Systems von n linearen homogenen Gleichun- 
gen, deren Unbekannte der Reihe nach , a, , etc. a. sind. Hätte nun JV mit 
Z den Thciler ö gemein, so würde 

-J- - bo^b,x+-+b m x" («<*), 

wie aus Division von (1.) durch o* erhellt, einem Systeme von noch mehr, 
also sicher von ebenso vielen Gleichungen genügen, dessen Unbekannte &<,» 
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6,, ... 6. sind, wahrend die m-fl Vertikalreihen mit den ersten m+1 des 
früheren übereinstimmen. Es würde also dem ersten System ausser a,„ a,, etc. 
a. zunächst noch ein System von n Werthen genügen, dessen erste Unbe- 
kannte 6,,, 6,, etc. b m , dessen übrige sammllich 0 sind. Diese mit einem 
willkürlichen Factor multiplicirt und dann den a hinzugefügt geben ein neues 
System von Werthen a, 1 ,, a|, etc. oi, in welchem ai = a. also nicht Null ist, 
wahrend nicht alle a 1 gleich den entsprechenden a sind, so dass JV gegen die 
Voraussetzung durch die erste Bedingung nicht vollständig als Function «■•" 
Grades bestimmt wäre. 

Durch die erste Bedingung, also durch das vorerwähnte System linearer 
Gleichungen sind aber die Coefßcienten einer Function «'*' Grades nur und 
immer bestimmt, wenn eine gewisse Determinante, nämlich der Ausdruck (3.) 
nicht verschwindet. Es ist demnach auch der dritte Punkt erledigt. 

§. 5. Aus den vorhergebenden Enlwickelungen folgen einige Eigen- 
schaften der Nenner N, die sich wesentlich bestimmter aussprechen lassen, 
wenn, wie es von jetzt an immer geschehen soll, angenommen wird, dass 
f(x) zwischen den reell gedachten Grenzen a und ß von x reell und von 
demselben Zeichen ist. 

In diesem Falle kann (3.) für keinen Werth von n verschwinden. Es 
giebt also Nenner N von jedem Grade, und N r ist genau com v"\ Der 
Ketlenbruch für a wird durchaus regelmässig, indem jeder Partialnenner vorn 
ersten Grade ist. Der Rest R r beginnt genau mit der — 1)"" Polenz von x. 

Man kann ferner zeigen, dass N r (x) keinen Factor L x besitzt, der 
zwischen x — a und x — ß dasselbe Zeichen behält Setzt man 

m 

so lassen sich nämlich die v linearen Gleichungen, welche den v*™ Nenner 
bestimmen, durch v Gleichungen 1^ = 0 für alle ganze fi von fi = 0 bis 
u=v-\ ersetzen. Nach dem vorigen Satze sind diese v Gleichungen voll- 
kommen bestimmend für N ¥ , und man kann hinzufügen, dass in Folge des- 
selben i, sicher nicht verschwindet. Würde nun N ¥ in Ltx).M(x) zerfallen, 
wo M demnach vom niedrigem als dem v"" Grade, vom V" wäre, so müsste 
Hix) der 1" Näherungsnenner des gleichfalls regelmässigen Kettenbruchs für 

J x — » 

8 ein, indem ja 
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J' ß x"M(x).f(x)L(x)dx 

a 

i„ ist, also für p = 0 bis fi = r-i, also sicher bis // = l-i verschwindet. Es 
dürfte aber, da auch £ einen regelmässigen Kettenbrach giebt, ij nicht ver- 
schwinden. Daher ist L eine Constante. 

Fügt man hinzu, dass, wie sofort aus (2.) folgt, alle reellen Wurzeln 
von A" — 0 zwischen a und fi liegen müssen, so hat man den Satz: Alle 
Wurzeln ton JV r (x) = 0 sind ungleich und reell. Sie liegen zwischen a und ß. 

§. 6. Bisher ist es mir nicht gelungen, die vielfachen Integrale (2.), 
durch welche die Nenner A ausgedrückt werden, durch directe Methoden, 
z. B. durch Einführung neuer Veränderlichen, auf wesentlich einfachere zu re~ 
dunren, wahrend man doch weiss, dass eine Reihe von Fällen existirt, in 
denen die Integration sogar vollständig ausgeführt werden kann. So z. B. 
kennt man aus meinen früheren Arbeiten den Ausdruck für die Nenner in 
Form einfacher endlicher Reihen im Falle 

in welchem a sich in eine hypergeometrische Reihe verwandelt, deren erstes 
Element 1 ist. Für 

« = -i, ß = l 

wird 

iV, = f l f(x)Jdx l dx 1 ...dx, = cF*(ar), 
—i 

wenn P die Kugelfunction und c eine Constante bezeichnet, deren Werth 
durch die Gleichung 

c . [1 . ( 1 . 3 ) . ( 1 . 3 . 5) . . . ( 1 . 3 . 5 . . . )f = 2' [ 77 1 . 77 2 . . . /TV] 1 

gegeben ist. Aus dem vorigen Paragraphen weiss man, dass die Wurzeln 
dieser Nenner verschieden und reell sind und zwischen 0 und 1, resp. zwischen 
-1 und +1 liegen. Dieses Resultat ist für die Kugelfunctionen schon lange 
bekannt. 

§. 7. Entwickelt man eine Function *!>{x) nach Functionen, die M t {x) 
heissen mögen, so ist die Bestimmung der Coefficienten besonders bequem, 
wenn es eine Function f(x) giebt, welche für jedes ganze u und v 

f ß M M (x)M r (x).f( X )dx 
zu Null macht, sobald von v verschieden ist. Derartige Ausdrücke Hl sind, 
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wie aus §. 5 folgt, die Nenner 2V und man hat den Salz: Lässt eine Function 
*(*) sich in eine nach den Nennern N von o forUckreiten de Reihe entwickeln 

*(«) = 2?U, *,(*), 
so werden die Constanten A durch die Gleichung 

A, = cf , 4>{x)N t {x)f{x)dx 

a 

bestimmt, wenn man zur Abkürzung 

T = f\^{x)ff{x)dx 



Der Zusammenbang solcher ganzen Functionen mit den Kettenbrachen 
wird noch ganz besonders durch folgenden Salz erläutert: Hat man ganze 
Functionen N,(x) vom v u * Grade, wenn v der Reihe nach alle ganzen Zahlen 
von 0 bis oo vorstellt, und es verschwindet für jedes von v verschiedene ganze fx 

f ß N tl {x)N ¥ {x)f{x)dx i 

m 

so sind die N r die Nenner in dem Kettenbrudie für a. 
So ist bekanntlich 

(a.) J cos fiu.cosvu du = 0. 



Macht man hier cos« = 2, so dass also cosf« eine bekannte ganze Function 
v*" Grades von x ist, die N r (x) heissen mag, so wird 

(6.) /\{x)NAx)y=2 = 0, 

und man erfahrt hieraus, dass diese Function N r (x) der v u Näberungsnenner 
ist von 



J x-* ' fTTp föZTi 



Es wer bisher ein Satz nicht bekannt, der auch für die elliptischen 
Functionen zur Coefncientenbestimmung bei Entwickelung von y(amo) ebenso 
dienen bann, wie («) oder (6) bei Entwickelung von <p(u) nach Cosinus oder 
Sinus der Vielfachen von «. Aua unseren Untersuchungen geht aber hervor, 
dass, x = sinam« gesetzt, die Näherungsnenner N r (x) von 

(4.) o ^f——^——^ 
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dieselbe Rolle bei Enttoickelung von <p(amu) spielet», wie die cosvu bei der 
von indem man die beiden (gleichbedeutenden) Formeln hat 

(••) yX(sinam«)N r (sinami»)rf« = 0, 

(6*) /'Ww ^^ -a 

Aehnliche» erhält man für alle Abelsehen Functionen. 

§. 8. Schliesslich sollen die Nenner N, welche aas dem besondern 
Wertho (4.) von o entstehen, und deren Bedeutung hier nachgewiesen ist, 
näher untersucht werden. Damit aber die Untersuchungen, die hier der Kürze 
halber auf elliptische Functionen beschränkt bleiben, sich unmittelbar auf alle 
,46e/schen Functionen leichter übertragen lassen, wird statt der Form (4.) von 
o die andere 

gewählt; auch sollen, um Weitläufigkeiten zu vermeiden, a, ß, y reell und so 
beschaffen sein, dass <*</?< f. Ferner werden folgende Bezeichnungen 
eingeführt 

Es ist bekannt, dass sämmtliche u> lineare homogene Functionen von 
w a und tu, sind {to v = aw 0 + bu> t ); da nnn 4 in (2.) eine homogene Function 
von *|, x,, etc. ist, so wird N eine solche von to 0 , o>,, oi a , etc. Z. B. 
findet man 

JV, = (OqX — o>, 

JV, = (cuoco,— tö})a? l -f(cu I tu l — u> 0 tüj)x + tOito,— ü^. 
Dividirt man jedes JV durch eine geeignete Potenz von to 0 , ohne jedoch für 
das so entstehende JV eine andere Bezeichnung einzuführen, da uns hier die 
constanten Factoren von JV gleichgültig sind, so sieht man ein, dass N r eine 
ganze Function nicht nur von x sondern auch von q ist, und dass in derselben 
keine andere Irrationalität vorkommt, wenn a, ß, y als rational gerechnet wer- 
den. So erhält man, wenn man in dem Beispiele zur Abkürzung der Formel 
= 0 macht, 

JV, = x-q, 

jv, = ^(C 1 +3^)-^(C,+2C,yH + 1*;« . 
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Die Functionen A* treten als particnlare Lösungen einer linearen Dif- 
ferentialgleichung auf. Dividirt man, um dies zu beweisen, (1.) durch .\, , 
differentiirt hierauf nach x und multiplicirt die so entstehende Gleichung mit 
N?.\'\f>(x), so erhält man 



und erkennt hieraus, dass die rechte Seite von der Form o{x—d) und dass 
a nicht Null ist Ferner können die Constanten a, d keine andere Irrationalität 
als q enthalten. Hieraus folgt 



Da R nach (1.) keine Integrale dritter Gattung enthalten kann, so rouss, unter 
Berücksichtigung des Umslandes (§ 5), dass die Wurzeln von N=0 ungleich 
und weder a noch ß sind, für jede Wurzel x von N = 0 

2 (x - d) v/ (x) ^- + [(x - d) V (x) - 2 y (x)] 

verschwinden. Man hat also den Satz: Der Nenner N, ist eine gante Function 

(6.) 2(x-<J)^(x)y''+[(x-^^)~2V'(*)]y'+[«+a 1 x-y(2v-i)x 7 ]y = 0 
genügt; eine »weite für x = oo verschwindende Lösung dieser Gleichung ist 
Ä,Yy(x). Es bedeuten hier ö*, o, a, bestimmte Constante, die, ebenso wie 
die Coefficienten von S, keine Irrationalität ausser q enthalten. 

Heine schon früher mitgetheilten Untersuchungen hatten ergeben, dass 
bei festgehaltenem a, ß, y, <T im allgemeinen fiX-aSltS Gleichungen von 

der Form (6.) existiren, deren jede ein Integral besitzt, welches ganz und 
vom Grade v ist. Die betreffenden a und a t in (6.) werden durch Gleichungen 
höheren Grades definirt, welche im vorliegenden Falle die Eigenschaft be- 
sitzen, dass eine zusammengehörige Gruppe a und a, nur die Irrationalität 
q enthält. 

Es bleibt noch die Frage zu beantworten, welche Bedingungen die 
Grössen (T, a und a, erfüllen müssen — es sind a, ß, y gegeben — damit 
ein Integral einer Differentialgleichung von der Form (6.) der Nenner N r >on 
a sei. Man weiss, dass jede ganze Function, welche (6.) genügt, jedenfalls 
vom v tn Grade ist, ferner dass, bei willkürlich gewähltem d, doch a und o, 
immer, und zwar auf mehrfache Weise (im allgemeinen) so gewählt werden 
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können, dass ein Integral von (6.) ganz — daher vom v x * n Grade — wird. 
Unsre Frage geht also dahin, wie J gewählt werden müsse, damit ein Integral 
von (6.) grade N, sei. 

Man kann die Untersuchung auf zwei verschiedene Arten fähren. Es 
war oben gefunden, dass N r und W r .yfy zwei particuläre Lösungen von (6.) 
sind, wenn man S, a und a, gehörig bestimmt hat; der Werth von Ii, ist 
durch (2.) aus A r , bestimmt. Es lässt sich nun zeigen : Wenn eine ganze 
Function y = M(x) der Gleichung (6.) genügt und es ist 



\ /T/T <** 



r 



eine zweite Lösung, so muss M (x) — N r (x), d. h. so muss M der Nenner N, 
von o und daher Q(x) = R r (x)]/v(x) sein. Denn die zweite Lösung Q, 
welche nicht vom Grade v ist, muss, wie aus (6.) hervorgeht, den Grad 
-v+J- besitzen, so dass, % M gleich 

gesetzt, die v Gleichungen entstehen = 0 von fi = 0 bis fi — v— 1 , also 
die v Gleichungen, welche nach § 5 die bestimmenden für N y (x) sind. Die 
allgemeinen Untersuchungen im 60. Bande dieses Journuls S. 261 auf den vor- 
liegenden Fall angewandt zeigen, dass Q nur und immer ein Integral von (6.) 
ist, wenn ^ = ^ = 0 wird, und geben daher das Resultat: Nur und rnimer 
wenn d, a, a, so bestimmt sind, dass die eine Lösung M(x) von (6.) eine ganze 
Function von x wird, und dass ausserdem 



ist M(x) der v u Nenner N e {x) von a. Zugleich ist dann 

J x-* y^ (s) 

der Rest, und R r {x)fo>{x) eine weite Lösung von (6.). Die Grössen a, a, 
und <f sind durch diese Bedingungen eindeutig als rationale Functionen von 
q bestimmt. 

Wie bekannt giebt die Bedingung, dass M ganz sein soll, zwei Glei- 
chungen zwischen a, a, , d; die Bedingungen in — i, = 0 liefern zwei lineare 
Gleichungen zwischen den Coefficienten von M oder zwei Gleichungen zwi- 
schen a, Ci, 3 und führen in die Coefficienten dieser Gleichungen die einzige 

Journ.l »r M««hematik Bd. LXVII. HoA 4 42 
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Irrationalität q ein. Aus den vier Gleichungen zwischen a, a, und <) erhält 
man je zwei für a f a, und J. und durch Aufsuchen des grössten gemeinsamen 
Theilers werden <*, «, und d eindeutig als rationale Functionen der Coeffi- 
cienlen bestimmt; denn es giebt nur eine Function, die allen Bedingungen zu- 
gleich genügt. 

Bei der zweiten Art die Untersuchung zu führen, geht man davon aus, 
dass nur die Gleichungen 1^ = 0 von fi-0 bis ft-v— 1 erfüllt zu sein 
brauchen, wenn M mit iV r übereinstimmen soll. Aus (6.) findet man leicht re- 
currirende lineare homogene Gleichungen, die einzeln nicht illusorisch werden, 
um von (U. — 2 bis fi > — 1 die Grösse i M durch die vorhergehenden auszu- 
drücken und dann noch eine Gleichung, also im ganzen v — 1 homogene lineare 
Gleichungen zwischen to, etc., i r _i- Ist {,, = »,=0, so folgt aus denselben 
mit Notwendigkeit, dnss wirklich auch die übrigen •*„ bis ft=v—i incl. ver- 
schwinden. Zählt man die Zahl der Unbekannten ab, so könnte man sogar 
glauben, dass die Bedingung = 0 schon hinreichend sei, um die übrigen i 
zu Null zu machen, ohne dass es nöthig wäre, noch die zweite = 0 hinzu- 
zufügen. Es würden dann die v-\ homogenen Gleichungen zwichen den v 
Grössen i, , etc. s,_, vollkommen unabhängig sein. Allgemein kann ich 
nicht entscheiden, ob dies der Fall sei ; für besondere Werthc von v fand ich, 
dass die Gleichungen nicht unabhängig sind, und die Bedingung f., — 0 nicht 
von selbst das Verschwinden von «\ nach sich zieht. Verzichtet man aber 
auf Resultate, die in dieser Art gewonnen sind, und nimmt als möglich an, 
dass i„ = 0 schon i, = 0 nach sich zieht, so würde man statt vier nur drei 
Gleichuugen zwischen a, o 4 , ö, also nur je eine für jedo von diesen drei 
Grössen erhallen. Diese Gleichungen dürfen nur eine Wcrthengruppe geben; 
es müssen dieselben also entweder vom ersten Grade sein oder doch nur gleiche 
Wurzeln enthalten. 

W eiteren Untersuchungen muss die Entscheidung über die noch schwe- 
bende Frage vorbehalte i bleiben, ob es Fälle giebt, in welchen die Forderung 
auf S. 325, dass auch i, noch neben %, verschwinde, eine überflüssige dadurch 
wird, dass sie von selbst erfüllt ist. 



Digitized by Google 



327 



Ueber einige Probleme der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, ins Besondere über das Rouge et Noire nnd 
den Vortheil der Bank bei diesem Spiele. 
Ein Beitrag zur Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

(Von Herrn L. Oettinger zu Freiburg im Breingau.) 



Das Rouge el Noire (Trente et un auch Trente et quarante genannt) 
ist ein Spiel, welches nur zwei Wechselffille für Gewinn und Verlust hat, 
und dessen Gang in Folgendem besteht. 

Ein Pack von sechs vollständigen Kartenspielen (Groupe oder Sixain 
genannt), von denen jedes 52 Blatter (13 von jeder der vier Farben) enthält, 
wird vor Beginn des Spiels wohl gemischt. Im Spiele zahlt jede Karle nach 
den auf ihr verzeichneten Augen 1, 2, 3, . . . 10 ohne Unterschied der Farben. 
Die Bilder jeder Farbe zählen 10, so dass in den Blflltern jeder Farbe die 
Zahlen 1, 2, 3, ... 9 einmal und die Zahl 10 viermal vorkommt. 

Sind die Einsätze gemacht, so wird zuerst eiue Reihe von Karten auf- 
geschlagen und hierauf eine zweite Reihe. In jeder Reihe wird das einzeln 
umgeschlagene Blatt nach seinem Werlhe gezählt und damit so lange fort- 
gefahren, bis die zu der Reihe gehörenden Blätter eine der Summen 31, 32, . . . 
bis höchstens 40 liefern. 

Die erste oder obere Kartenreihe gilt für die tchtoane, die zweite 
oder untere Reihe für die rothe Farbe. Diejenige Reihe, deren Summe die 
niedrigste ist, also 31 Augen zählt oder dieser Zahl am nächsten kommt, ge- 
winnt; diejenige, welche die höhere Summe zeigt, verliert. 

Dies ist die eine Chance von Gewinn und Verlust, die den Namen 
Rouge et Noire führt Im Falle des Gewinns wird dem Spieler die einfache 
Summe zu seinem Einsalze ausgezahlt. 

Die zweite Chance ist das Spiel auf die Farbe (Couleur) und JYi'cA/- 
farbe oder Geyenfarbe (Contrecouleur oder inverse). Sie besteht in Folgendem : 

Die erste aufgeschlagene Karte (also die erste Karte der oberen Reihe) 
bestimmt die Farbe (roth oder schwarz). Setzt ein Spieler auf die Farbe und 
ist die zuerst umgeschlagene Karte schwarz, so hängt sein Gewinn davon ab, 
dass die erste Kartenreihe (welche für schwarz gilt) gewinnt, also die nie- 

42» 
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drigste Summe zeigt. Ist die erste Karte roth, so hängt der Gewinn des 
Spielers davon ab, dass die zweite, für rolh geltende, Kartenreihe gewinnt, 
oder die niedrigste Summe zeigt. Tritt das Gegentheil ein, so verliert die 
Farbe und die Gegenfarbe gewinnt. Beide Chancen werden in jedem einzelnen 
Spiele entschieden. 

Ist das erste Spiel vollendet, so werden die aufgeschlagenen Karlen 
entfernt. Von den noch übrigen Karten werden auf gleiche Weise zwei wei- 
tere Karlenreihen umgeschlagen und das Spiel so lauge fortgesetzt, bis alle 
Blätter der sechs Kartenspiele erschöpft sind, worauf das Spiel von neuem 
beginnt. 

Jedes einzelne Spiel wird in allen Fällen entschieden, worin die Sum- 
men der beiden Kartenreihen unter einander verschieden sind. Zeigen beide 
Karlenreihen die nämliche Summe, was man refait (oder apres) nennt, so 
bleibt, wenn die Summe 32, 33, ... 40 beträgt, das Spiel unentschieden, und 
es gewinnt weder der Spieler noch die Bank. Erscheint dagegen in beiden 
Kartenreihen gleichzeitig die Summe 31, so gewinnt die Bank die Hälfte aller 
Einsätze. Hierin besteht der Vortheil der Bank. 

Es ist klar, dass nur 10 Summen in einer Kartenreihe eintreten können, 
wenn man dieselbe abschliesst, sobald eine bestimmte Summe erreicht oder 
überschritten ist. Da im vorliegenden Falle 31 die entscheidende Summe ist, 
so bilden die Zahlen 31 und 40 die Grenzen der bei diesem Spiele möglichen 
Fälle. Jeder einzelne von den 10 möglichen Fällen der ersten Karlenreihe 
kann sich mit jedem der 10 möglichen Fälle der zweiten verbinden. Es sind 
daher 100 Fälle möglich, von denen 90 das Spiel ebensowohl zu Gunsten der 
Spieler als der Bank und einer nur zum Yortheil der Bank entscheiden können, 
während 9 das Spiel unentschieden lassen. Wäre das Eintreffen jedes ein- 
zelnen Falles gleich wahrscheinlich , so besässe jeder die Wahrscheinlichkeit 
T A T , und der Vorlheil der Bank wäre ein halbes Procenl. Die Wahrschein- 
lichkeilen sind aber verschieden und dieselben zu ermitteln, ist die Aufgabe, 
mit welcher ich mich beschäftigen werde. 

Die Summen, welche durch beide Karlenreihen zusammen erzeugt wer- 
den können, liegen zwischen 62 und 80, umfassen also nur 19 Fälle. Die 
beiden äusserslen können nur auf eine Art, die beiden ihnen zunächst liegenden 
auf zwei Arten u. s. w. , die mittelste Summe 71 kann auf 10 Arten erzeugt 
werden. Da die Summe aller Augen in einem Kartenspiel 4.85 = 340 ist, 
so beträgt dieselbe in sechs Kartenspielen 2040. Daher liegt die Zahl der 
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möglichen Spiele, die mit 6 ganzen Kartenspielen gemacht werden können, 
«wischen und a £t°, d. h. zwischen 25 und 32. 

Vor allem tritt bei diesem Spiele die Frage nach der Grösse des Vor- 
theils der Bank auf. Sie hängt von der Bestimmung der Wahrscheinlichkeit 
ab, dass die Summe 31 nach einander in beiden Kartenreihen erscheine. Hieran 
schliessl sich die Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten, dass die übrigen Sum- 
men 32 bis 40 durch dos ollmäligc Umschlagen der 312 Blätter von sechs 
Kartenspielen erzeugt werden. 

Die Beantwortung dieser Fragen bietet dadurch Interesse, dass ihre Lö- 
sung eine Reihe besonderer Probleme erfordert, deren Entwicklung nicht ohne 
Schwierigkeit ist. 

Nach Feststellung der Grundzüge der Lösung dieser Fragen sah ich 
mich nach der vorhandenen Literatur um und fand einen kleinen Aufsatz über 
dieses Spiel in der Encyclopedie melhod. p. d'AIembert etc. (Mathem. T.III, 
p. 287 ff.), der aber ohne Bedeutung ist. Dagegen hat zuerst Poitson die hier- 
hergehörigen Fragen im 16. Bd. von Gergounes Annales d. Mathem. p. 173—208 
(Mem. d. I'avantage du banquier au jeu d. trente et quarante) mit dem ihm 
eigenen Scharfsinn einer Untersuchung unterworfen, jedoch nur allgemeine 
Auflösungsmethoden und schliesslich Zahlenresultate ohne entwickelte Darstel- 
lung der hiezu nöthigen Formeln angegeben, wovon ein Auszug im ! Bd. v. 
Baumgartners Zeitschrift für Physik u. Mathem. p. 228—253 erschienen ist. 

Nicht nur die Auflösung des vorliegenden Problems, sondern auch die 
Auswertung der Formeln bietet grosse Schwierigkeit. Poisson hat, wie es 
scheint, in seiner Abhandlung besondern Nachdruck auf die Erleichterung des 
schwierigen Calculs gelegt, und wurde dadurch zu nicht ganz genauen Re- 
sultaten geführt, worüber das Nähere später folgen wird. 

§• 2. 

Die vorliegende Aufgabe steht mit einer anderen in naher Verwandt- 
schaft. Beide lassen, unter Beibehaltung der Poitsonschen Bezeichnung, fol- 
gende Darstellung zu: 

Es seien in einer Urne x, Kugeln der ersten Art, d. h. mit der Zahl 
1 bezeichnet, ar, Kugeln der zweiten Art, d. h. mit der Zahl 2 bezeichnet 
u. 8. w. , endlich x. Kugeln der t"" Art, d. h. mit der Zahl i bezeichnet, ent- 
halten; p Kugeln werden gezogen. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, 
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dass a, Kugeln der ersten, a : Kugeln der zweiten n. s. w., a, Kugein der 
C" Art erscheinen und zusammen die Summe n erzeugen? und zwar 

a) wenn die gezogene Kugel zurückbehalten, also nicht in die Urne 
zurückgeworfen, 

b) wenn sie nach jeder Ziehuug in die Urne zurückgeworfen wird. 

a) "Wird eine bestimmte Reihenfolge im Erscheinen der Kugeln der 
verschiedenen Arten vorausgesetzt, so ist die fragliche Wahrscheinlichkeit, 
(dieses Journal Band 26, pag. 228 0. IT.), wenn * die Summe der x und p 
die Summe der a bedeutet, 

r\ \ „ _ x l (x,-l)...(x t -a,+Q^r.(a t -1)...Cx t -a > ^<)..j/x,-i)...(g > — o,4 1) 

Ist aber die Ordnung beliebig, in welcher die Kugeln der einzelnen Arten 
nach einander erscheinen können, so vergrössert sich die Zahl der günstigen 
Falle in dem Verhaltniss, wie p zu ziehende Kugeln aus den verschiedenen 
Arten sich aneinander reihen können, und man erhalt 

p p — t...l.x,.x, — l...x, — a, +l.x,.x t — l...x,— o,41...x < .x i — l...x,— o^4i 
».* — !...* — p 4-1. 1.2... Ö..1.2... o t ... 1.2... Ot 



(2.) 



unter den Bedingungen 

| x,4 x,4 x, — f> x, = s, 
Ua, 

Hierin ist die abgekürzte Bezeichnung 



(3.) ^ o,4 «j+ a s --+a, - p, 
42aa + 3a,-4-«a. = »• 



,(,-1)0-2). ..(,-p40 
[S '" ~ t.2.3...p 

eingeführt, die auch weiterhin beibehalten werden soll. 

Der in (2.) gegebene Ausdruck rechtfertigt sich auch folgendermassen. 
Da die Ordnung, in welcher die Kugeln in p Ziehungen erscheinen können, 
gleichgültig ist, so kommen die dem Unternehmen günstigen, aber unter sich 
verschiedenen Fälle in Betracht. Ihre Anzahl ist (x,),, .(x J )„ i .(x,) a .....(x,)« f( . 
Die Anzahl aller möglichen Fälle ist (*)„. Der Quotient beider ist der Aus- 
druck (2.). 

b) Die gleichen Schlüsse, wie unter der bisherigen Hypothese, gelten 
auch hier, nur mit dem Unterschiede, dass Potenzen au die Stelle der Facul- 
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täten treten, weil durch Rückgabe der gezogenen Kugel in die Urne die 
Kugelanzahl immer vollständig bleibt und jede Kugel jeder Art gleicb viel 
mal wieder erscheinen kann. 

Die Wahrscheinlichkeit, wenn die Kugeln der verschiedenen Arten iu 
bestimmter Reihenfolge erscheinen sollen, ist daher 



Ist die Ordnung, in welcher die Kugelarten nach einander erscheinen sollen, 
gleichgültig, so wird 

(5 ) 10 = P P~ j •• 1 - x " •• •*»"' 
* '' i.2...c t .i.2...ti l ...l .2...a, 

unter den in (3.) angegebenen Redingungen. 

Rei dem Rouge et Noire findet die Gleichung (2.) ^Anwendung. Sie 
steht mit (5.) in engem Zusammenhang, in sofern letzlere den Grenzwerth für 
ersterc bildet. Nimmt man nämlich die Zahl der Kugeln jeder Art ins Un- 
endliche wachsend an, so geht (2.) in (5.) über, weil dann die Kugclanzahl 
jeder Art nach jeder Ziehung auch bei nicht erfolgter Rückgabe als vollständig 
betrachtet werden kann. 

Da das Rouge et Noire mit 6 vollständigen Kartenspielen gespielt wird, 
so kann jede mit den Zahlen 1, 2, ... 9 bezeichnete Karte 24 mal, die Zahl 
10 aber 96mal vorkommen. Bei der Anwendung beider Gleichungen hat man 
daher x, = x, =••• = x, = 24, x,„=96, *=24. 13 = 312 zusetzen. Jede 
der Summen 31-, 32, . . . 40 führt eine Entscheidung des Spiels herbei. Daher 
wird frühestens mit dem Umschlag der 4"" Karte und spätestens mit dem der 
28"*" Karte in joder Kartenreihe eine der genannten Summen erschienen und 
das Spiel beendigt sein; p kann also die Worthe 4, 5, 6, . . . bis 28 in (2.) 
uud bis 31 in (a ;) durchlaufen. 

Die dritte ßedingungsglcichun^ (3.) hat folgende Bedeutung. Man soll 
den Zahlen a diejenigen Wertbe beilegen, welche mit ihren Stellenzahlen mul- 
tiplicirt, die Summe n erzeugen, für deren Eintreffen die Wahrscheinlichkeil 
zu bestimmen ist. Jedes a kann dann in (2.) einen der Werthe 0, 1, 2, . . . 
24 erhalten. Sind alle der dritten Gleichung (3.) genügenden Werthe der a 
für ein besimmtes p gefunden, so werden sie in (2.) als Exponenten der Fa- 
kultäten der x eingeführt und hiedurch die gesuchte Wahrscheinlichkeit bestimmt. 
Dasselbe Verfahren gilt auch für (5.) mit dem Unterschiede, dass dort Potenzen 
statt Facullälen auftreten und die Werthe der a und p sich anders modificiren. 
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§• 3. 

Bei dem Rouge et Noire kommt vorzugsweise nach §. 1 «Ins Eintreffen 
der Summe 31 iu Frage, was in 4 oder mehr Kartenumsehlägen geschehen 
kann. Setzt man p = 4, den einfachsten Fall, so ergeben sich nach §. 2 fol- 
gende 18 Auflösungen, die zur Verdeutlichung des angegebenen Verfahrens 
hier stehen sollen: 







«,0,0,0g 


OjO, o, 0 a, 0 


040,0,0,0 


o s 0,0,0, 


0,0, O,o »in 


«5 »7 «9 »10 


0,0, o,«*, 


0 4 07 a to a,o 




06 0,0,0, 


OjOe o, n Oio 


0,0^0^0,0 


0-070,0, 






0,0,0,0» 




0,0,0,0,0 





Aehnlich verhält es sich für höhere Worthe von p. Kommt in irgend 
einer Lösung eine der Grössen o, . . .. a, und zwar amal vor, eine andere 
ßroal u. s. w., o w aber Amal, so entspricht dieser Lösung nach Formel (2.) 
§ 2 ein Glied 

(84). (84),... (96)i 
(312), 

So setzt sich ffir p=A die Wahrscheinlichkeit tc, die mit fr« bezeichnet 
werde, aus 18 Gliedern zusammen, welche sich jedoch, weil x, = x, =••• = £, 
= 24 ist, auf 7 zusammenziehen. 

Während im Rouge et Noire die Zahlen 1, 2, ... 9 je 24 mal, die Zahl 
10 aber 4 mal so oft also 96 mal vorkommt, kann man, ohne die Rechnung 
wesentlich zu indem, die allgemeinere Annahme machen: die Zahlen 1, 2, ... 9 
kämen je gmal, die Zahl 10 aber käme rq mal vor. Setzt man unter Einfahrung 
dieser Verallgemeinerung die in (1.) begonnene Untersuchung zur Bestimmung 
der Wahrscheinlichkeiten des Eintreffens der Summe 31 für 5, 6, 7 . . . Karten- 
Umschläge fort, so ergeben sich auf dem angezeigten Wege 92, 221, 354 
auflösende Fälle, die sich aber bedeutend reduciren, und man erhält, wenn 
die Werthe der Wahrscheinlichkeiten mit tp,, ir 4 , . . . bezeichnet werden, für 
ip 4 , (Oj folgende Resultate*): 



*) Der Herr Verfasser hat seine Rechnung in ähnlicher Weise auf », und ic, 
ausgedehnt, da aher die sich ergebenden Formeln aus IG und 27 Gliedern bestehen 
und daher einen unverhältnissuässigen Raum einnehmen, so begnüge ich mich die 
specielleren Zahlenresultate weiter unten abzudrucken. B. 
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(2<) * = (g(»+0), [( 5 y(g)»+ 5 g > )frg),+(17 ( f ),f« + 1 l* 4 + 3( ? ) j9 )r* 

( * +5 g r»+21(^)^+10( 7 ) 1 ^+ll( 9 ),( ? )^+2( ? ) W +3^) J ^) 2 ]. 

Setzt man nun 9 = 24, r = 4, so ergeben sich für die Wahrscheinlichkeilen, 
dass die Summe 31 in 4, 5, 6 und 7 Karlen -Umschlagen bei dem Bouge et 
Noire erscheine, folgende Werthe: 

j w, = 0,05358344, 
w, = 0,05214118, 
[ } )»„ = 0,02856175, 
(ip 7 = 0,01032207. 

Neigt dieses Spiel dem Ende tu, und nimmt man an, slmmtliche Karten seien 
bis auf 13 umgeschlagen, worin noch 4 Zehner und die Obrigen Zahlen je 
einmal vorbanden sind, so ist q = 1 und rs=4 in (2.) zu setzen, 
erbilt für das Eintreffen der Summe 31 in 4 bis 7 Umschlägen: 

40 



(4.) 



I (13). 
\ 79 

(13). 
46 



= 0,0559440559, 
= 0,0613830613, 
= 0,0268065268, 



(13). 

-£r- = 0,0034965034. 

Einfacher bestimmen sich die Wahrscheinlichkeiten für das Eintreffen der 
Summe 31 nach (5.) $. 2, wenn die gezogene Kugel nach der Ziehung in 
die Urne zurückgeworfen wird. Man hat zu dem Ende Potenzen und die zu- 
gehörigen Vorzahlen einzuführen. Die q fallen aus dem Zähler und Nenner 
weg, und man erhalt bei 4 bis 7 Ziehungen 

- ? ö^r[4r s + 48r 1 +112.r+56], 
i 

I«"* = tö: 

(5-) 



= (9^jr [450t 1 + 2400r + 2430], 
'* - ^~ F [18O0r 1 + 19170r + 32292], 
«c; = ^p^-[4410rN-89124r+ 233331]. 

Journal für Mttheuiatlk Bd. LXTU, U«ft 4. 43 
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Hierin kann r jade ganze Zahl bedeuten. Für r=^4 erhall man folgende Werthe 



Diese Werthe sieben out den iu i3. erhaltenen in einem Zusammenhang, 
von welchem später dir Rede sein wird, den aber Pois»on unerwähnt ge- 
lassen hat. 



Werden aus einer Urne Kugeln ohne Rückgabe der gesogenen Kugel 
gezogen, so bilden die entstehenden Gruppen Verbindungen, und in bestimmten 
Fällen mit beschränkten Wiederholungen; dagegen Versetzungen mit unbe- 
schränkten Wiederholungen, wenn die gezogene Kugel nacb der Ziehung in die 
Unw» zurückgeworfen wird. 

Mit Rücksicht auf diese Bemerkung stellen sich die in §. 2 angegebenen 
Fragen unter folgender Form dar. 

a) Wie gross ist die Zahl der Gruppen, welche die Summe n bilden, 
wenn unter den genannten Voraussetzungen ohne Rückgabe der gezogenen 
Kugel p Ziehungen gemacht werden? 

b) Wie gross ist sie, wenn die gezogene Kugel nach der Ziehung in 
die Urne zurückgeworfen wird? 

Die Beantwortung der Frage a) fällt mit der Bestimmung der Zahl der 
Gruppen zusammen, welche die Summe n bei beschränkten Wiederholungen 
zur p"" Classe bilden; die der Frage bj mit der Bestimmung der Zahl der 
Gruppen, welche die Summe « mit unbeschränkten Wiederholungen zur p'" 
Classe bilden. 

Wird die so gefundene Gruppenzahl durch die Zahl aller möglichen 
zugehörigen Fälle getheilt, so ergiebt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 

Die Beantwortung dieser Fragen, namentlich der ersten, fordert einige 
vorbereitende Sätze. Sie schliesst sich an eine Reihe von Problemen aus 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung an. die im 26. Bd. dieses Journals §. 14, 
pag. 31 1 u. ff. behandelt sind und jenen zur Vervollständigung dienen. 

Die beiden Darstellungen 



(2.) (1+*)-- DU 9 +-.+<0,4T =*l+«»+ ••• + («•)■.»", 




§ 4. 
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stehen in folgendem Zusammenhang 
(3.) V r m C(fl,,fl„ - a m ) r = a k ch ... a,+a t <h ... o^a.^r ••• -f a„_, H i«^_r+2 - a., 

(4.) g, a.y = (m), - w(w - % 2 - (W f T r + 0 • 

Die Vorzahl K, giebt die Gruppen der Verbindungen aus m Elementen zur 
r"* Classe an; die Vorzahl U, bestimmt ihre Anzahl, was durch eckige 
Klammern angezeigt werden soll. Der Uebergang von (1.) auf (2.) geschieht, 
wenn für jedes einzelne Element die Einheit gesetzt wird. Der Exponent von 
* zeigt in beiden Darstellungen die Classe an. 

In jedem Glied e von (1.) erzeugen die vorkommenden Elemente mit 
ihren Stellenzahlen verschiedene Summen, deren Grenzen sich für die r'" 
Classe oder die Vorzahl von s" in folgender Weise 



(5.) 



r(r-H) 
i.2 



t (r-pr 

1.2 



r(2ro — r -fl) 
2 



feststellen; r gilt für alle Werthe von 1 bis m. 

Soll nun eine Scheidung der in (1.) vorkommenden Gruppen nach den 
verschiedenen, einer bestimmten Classe zugehörigen Summen vorgenommen 
werden, so hat man eine zweite Grösse x so einzuführen, dass ihr Exponent 
mit der Stellenzahl des zugehörigen Elements übereinstimmt. Verfährt man 
nun nach der in (1.) und (2.) befolgten Weise, so erhalt man folgende zu- 
sammengehörige Darstellungen 

/(t-fa 1 x*)(l-ha l cr , s)(l + a J x , *)...(H-a.x-*) 

= i+w* + r,'*'+ PV+--+ Klar)« 

+(!?•»+ Vix*+ *?*»+••.+ V^x^)%' 
(«•) +(faV+ K 7 V+ K.V+...+ VL-^W 



-f--t i) 

+ k: ( . M) x n »- 

1.7 

(l+x»)(l+x l »)(t+x s «)...(l+x-*) 

+ (tf J V + l/?x*+f£x» + ...+ C^-i«*— 
+ ( Ul x 6 -f l?x 7 + l£x» + • • • + l/ J 1 „_ J * , - , ) a> 

+ , 



(7.) 



worin die Vorsahlea derselben Glieder in ähnlichem Zusammenhang wie in 

43« 
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(3.) and (4.) stehen, so dass 

(8.) V' m = C(m; a„ 

(9.) l£ = C[«t;o n o 1 ,...o.] r , 

wo f.' die Gruppen der Verbindungen zur Summe n in der r"" Classe aus 
den Elementen a,, a., . ... a m und (7„ r die zugehörige Gruppenanzahl bezeichnet, 
was wie oben durch runde und eckige Klammern angedeutet wird. 

Die Darstellung des auch in anderer Beziehung wichtigen Productes 
(7.) ist in mehrfacher Weise zurücklaufend, und man muss bei zurücklaufender 
Bildung derselben die Gruppenanzahlen aller früheren Elemente, Ciassen und 
Summen kennen, um die späteren bilden zu können. 

Die Muhe der Ausführung wird durch folgende Satze bedeutend er- 
leichtert. 

(10.) Die Vorzählen der Potenzen von x, welche einer und derselben 
Polenz von s (Classe) zugehören und von dem ersten und letzten Gliede gleich- 
weit abstehen, sind einander gleich, was aus der Natur der Gebilde folgt. 

(11.) Die ganzen Ausdrucke in x, welche in zwei Potenzen von s 
multiplicirt sind, deren Exponenten sich zu m ergänzen, (» r und »""') sind 
dieselben, dies folgt aus der Vergleichung von (2.) und (7.). 

(12.) Die Summe sämmtlicher Vorzahlen von x, welche einer bestimm- 
ten Classe (»") zugebören, wird durch (m) r = m ("*~ *)"("*~ r + 0 j, e _ 
stimmt, was auf die nämliche Weise erbellt. 

Diese Sätze bringen die Arbeit der Entwicklung auf den vierten Theil 
zurück. Der Satz (12.) bildet ein Correctiv gegen Fehler. Bei alledem wird 
die entwickelte Darstellung von (7.), die im Folgenden nöthig wird, nicht ohne 
bedeutende Rechnung mit Hülfe der zurücklaufenden Methode erlangt. 

Man kann sich aber auch einer unabhängigen Bildungsweise bedienen, 
welche diese Vorarbeiten unnöthig macht und die Gruppenzahlen der Verbin- 
dungen zu den verschiedenen Summen einer und derselben (r"") Classe, also 
die einer bestimmten Potenz von % (•') zugehörigen Vorzahlen direct für sich 
auffinden lehrt, wozu man das Produot (7.) auf folgende Weise darstellen kann : 

(13.) (l + x*Xl4-x , *)(l+^«)...(l+«-») = / > =l + r,» + c } » i + e,» , ...r.»-. 

Hierin bezeichnen die t> Functionen von x mit den zugehörigen Gruppenzahlen. 
Die Bestimmung der Grössen © 0 e a ... in der Entwicklung (13.) geschieht 
bekanntlich dadurch, dass man x» für z setzt. Dann ergicbl sich: 
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(14.) j(l+^)(l+^»)(*+^»)-(Hx-+',) = 

\ = l+t> 1 jF*4-c l x , * , + ©jX J * , ...©.ar"*". 

Hieraus folgt zwischen je zwei auf einander folgenden Functionen e,_, ond 
r die Relation 

(15.) v, = c f _, t _ jr , 

und daraus ergeben sich für r,, r,, ... die Ausdrücke 

X — x m+l 

(x-x*+ , Xx'—xr+ l ) 

(16.) / (x- 1-^') (s*- x-+») (x'- r^ 1 ) 

l" 1 ~ (i-^Cl-OO-*') 



(x - x~*-'Xx'- x-+') . . . (aT - :*»+') 
i*' - (l-»)(1-x , )...(1-x') 

Die entwickelte Darstellung derselben bestimmt die in dem Ausdruck 
('[tn; ö, , ßi> • • flj' angezeigte Gruppenzahl und führt nach (5.) auf eine end- 
liche Gliederanzahl. Die Anzahl der Elemente, woraus die Summen gebildet 
werden sollen, ist auf m beschränkt. Sollen alle möglichen Elemente bei Er- 
zeugung der verschiedenen Summen einer Classe mitwirken, so hat man m=oo 
zu setzen, unter der Annahme, dass x<l, fallt dann x"*' aus den Formeln 
weg und (16.) geht über in 



W') = (t-x)(ll*')...Cl-aO * 

Die Vorzabl von x" in der entwickelten Darstellung von (17.) bestimmt dann 
die durch C[«i;a,,o,, a,, ...] r angedeutete Gruppenzahl, wobei alle möglichen 
Elemente zur Erzeugung der Summe mitwirken können. Aus (17.) erbült man: 

«,= = x+x , +x , +<r*+", 

t>,= (| _ g *' 1 _ ^ = x 3 + x 4 4-2x i +2xH3x 7 + 3x 8 -f---, 



mit folgendem Bildungsgesetz für die Vorzahlen 

C[*(2ft + 3);a,,o I ,...] J = ■+!, 
C[«(2» + 4i;a 1 ,o 3 ,...]' = »+1 ; 
(l-x)(l-L')(t-x' ) = 2xM-3x 9 +4x'"+5x"-i-7x ,, + . 



(18.) 



Digitized by Google 



838 Oettingcr, Beitrag wr WahrscktisJuMeiUrechnung. 



mit folgendem Bildungsgesetze der Vorzahlen 

[C[f (fc);«,,*,...]» = (3*-3)»+l, CWGn+Zy^a^...? = 8»*, 
(19.) C[t(6,.+ l);o„a J v] , = (3»i-2)ii, ^[«{ön+^ia,,«, ,...]' = (3»+l)«, 

(c[.(6n+2);o„o I ,...] 3 = (3fi-l)ii, C|> (6*+ 5);«.,*,...]" = (3»+3)», 
von welchen sechs Gleichungen sich die fünf letzten in folgende 

C^en+p);«,,«,,...] 1 [3(1.-1)+/,]» 
für p = 1, 2, ... 5 zusammenfassen lassen. 

Ebenso giebl c 4 entwickelt die Reihe 

Das Bildungsgesetz der Vorzählen dieser Reihe wird durch zwölf Glei- 
chungen gegeben, deren Aufstellung indessen um so weniger uolhwendig ist, 
als dieselben sich bereits in der in Eulen Introductio im 16. Kapitel gege- 
benen Tafel finden. 

Mit diesen Prämissen ist auch die Gruppenanzahl der Verbindungen mit 
Wiederholungen zu irgend einer Summe n in der r'~ Classe durch folgende 
Relationen bestimmt: 

C'[*n;o l ,a i ,...a m ]' = c[i(n+ (r ~* )r );<»,, <h, ...<».+,-,] , 
C [«»;a M «,,...]' = <?[*(« + ^#); a„ .. .J. 

S 5. 

Bei Erzeugung der Summen wirkt nach den Erörterungen des vorigen 
Paragraphen jedes der vorkommenden Elemente nur einmal mit. Die Beant- 
wortung des in den §. 2 und § 4 aufgestellten Problems setzt indessen vor- 
aus, dass die unter sich verschiedenen aber gleichbezeichneten Elemente oder 
Kugeln wiederholt, jedoch in beschrankter Anzahl zu Erzeugung d^r Summen 
mitwirken. Dieses Moment muss in den Calcul aufgenommen werden. Es ge- 
schieht nach den in §. 4 aufgestellten Salzen und drückt sich in folgenden zwei 
zusammengehörigen Darstellungen aus 

(1 + aAX*z)(l + 6 A x*»)(l + C/ia r*»)...{l4-/r ( x**} 

+ [a h b,, -f a h c h 4- • • • + h k^x" 1 *' 

+ 

+ C(a{rA):a,,6,..r A ....*..'x r *.»' 

+ 
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(2.) (1 + *»»)* = 1 + (*),**» + (*),*' »'+•<• + (*),* .»'+-... 
Gleichung (1.) zeigt, wie die gleich bezeichneten Kugeln oder Elemente zu 
je einem, zu je zweien u. t. w. also «ach den verschiedenen Classen und 
zu den verschiedenen Summen zusammen treten. Gleichung (2.) zählt die 



Soll demnach ein Element oder eine Kugel, welche die Zahl h führt, 
ein zweimal u. s. w. und höchstens Amal wiederholt, bei Erzeugung der 
fraglichen Suramen mitwirken, so ist zur Bestimmung der bezüglichen Gruppen- 
an zahlen der Ausdruck (1+a;*»)* in den Calcul einzuführen 

Durch Anwendung des Gesagten auf das in d«n §§. 2 und 4 unter 
a) aufgestellte Problem hat man folgendes Product 

(3.) P = (Ux»r'.(l + a:'»)»».Cl + a r J »)-...(l + x - 4 )-- 
in eine Reihe, geordnet nach den Potenzen von s zu entwickeln und die Vor- 
zahlen von x" zn bestimmen, welche denjenigen Potenzen von z zugehören, 
durch welche eine Lösung des Problems möglich ist. Hierdurch ist die dem Er- 
eigniss günstige Anzahl der Fülle gefunden, und man hat dann zur Bestimmung 
der fraglichen Wahrscheinlichkeit mit der Zahl aller möglichen Fülle zu dividiren. 

Dieses Product, worin die Euiencbe Bezeichnungsweise beibehalten 
ist, findet sich bei Fowon pog. 185 in der Form 

u = (i-f-«/) x, (i+«^..(i+«/0*< 

unter einem bestimmten Integral. Hier hat es eine ganz verschiedene Bedeu- 
tung und dient zu anderem Zweck. Es löst die vorliegende Frage ganz all- 
gemein und beschrünkt sich bei der Anwendung auf das Rouge et Noire auf 
10 Facloren, da jede von den ersten 9 Zahlen 24 mal, die Zahl 10 aber 
96 mal wiederholt bei Erzeugung der Summen 31, 32, ... mitwirken kann. 
Nimmt man nun, im Sinne der oben eingeführten Verallgemeinerung an, dass 
die ersten k Zahlen q mal und die i,A-f 1 mqmal wiederholt zur Summen- 
bildung mitwirken sollen, so fliesst aus (3.) folgende Darstellung 

(4.) p = [(i+«)(i+ a? i *)(i+x j *)...(i-f***)(i+x A ^.r]% 

oder, wenn der Kürze wegen fflr die ersten A Factoren 

(5.) (l+x*)(l+ < r ? *)...(l+^z) == l+e.*-fo,z , +eV + -..+e A »* 
geschrieben wird, worin die © Functionen von z> sind, 

P * [a+» 1 »+M'-h4eA»')(l+<"*" + . l i-K»)^' H V+-4(«)^ + ' »-)]« 
• = [l+M + o l5 5 +M*+...+6 A+ .z A ^]* 
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Die Bildung der © unterliegt den in §. 4 angegebenen Gesetzen, die der b 
folgendem 

(7.) b r = e r +«M, r _ ia! ^' + (») a e,_ lÄ , *+ , + ... + «e^^ + '..., 
die der M folgendem 

(8.) M k = g^ay+^n^'+^n^.-.Cf^W 

P'itky zeigt die Versetzungen mit Wiederholungen zur Summe k in der r"° 
Classe aus den Elementen 6,, ß„ 6,, ... b h+m an, die als Functionen von 
x so unter einander zu verbinden sind, dass die Vortahl von x" (Zahl der 
gunstigen Fille) bestimmt wird. Bei der Anwendung auf das Rouge et Noire 
wird, wie bemerkt, A = 9, ■ = 4, f = 24. Zur Bestimmung der fraglichen 
Wahrscheinlichkeiten hat man folgende Werlhe nöthig: 

e, = x+x'+x > +--> + x 9 , 

t> 2 - x i +x*+2x*+2x n +3* 1 +Zx*+Ax 9 +ix v> +ix"+Zx»+->.+x", 

(9.) / +8x ,6 +7x ,7 +7x , '+..-+x M , 

e 4 = x a, + x ,I +2x"+3x ,, + 5x"+6x , *+8x , «+9x"+lt* ,, + lix'' 
+ 12x ,ü +llx' , + llx w +-+x» 

= x ,& «„ 
e, = x"t>„ 
r„ = x M t>,, 
«9 = x w . 

Hieraus leiten sich die Werth« der 6 in folgender Weise ab 

,6, - e l + 4x w , 
(10.) 6, = © 1 + 4e 1 x ,ü +6x w , 

U, = e i + 4e l x ,w +6e 1 x , "+4x , ", 
u. s. w., woraus sich ergiebt 

6, = x+x'+xN— - + x 9 +4x ,ü , 
(11.) 6, = x s +x♦+^x 5 +2x fi +3.T 7 +3x"+4x <, +4x ,, '+8x ,, +7x ,, ^-7x u ^-6x , * 

+ 6x ,5 + 5x ,0 + 5x"+ 4x u + 4x ,9 + 6x"», 

u. s. w. Die Berechnung der b habe ich bis 6, fortgesetzt, 6, und die höheren 
b wirken bei Erzeugung der Summe 31, auf deren Ermittelung es haupt- 
sächlich bei dem Rouge et Noire ankommt, nicht mehr mit. Die Vorzählen 
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aller Glieder der b, welche niedrigere Polenzen von x als die 31" enthalten, 
müssen bekannt sein, weil sonst die fraglichen Wahrscheinlichkeiten nach (8.) 
nicht bestimmt werden können. Da die Summe 31 in 4, 5, 6, . . . Karlen- 
umschlägen erzengt werden kann, so hat man die Vorzahlen von x il in (6.), 
welche den Polenzen a 4 , ... zugebören, anzugeben, hierbei in (8.) all— 
mälig A = 4, 5, 6, ... zu schreiben und die nöthigen Substitutionen zu machen. 
Man erhält dann folgende Wertbe für die fraglichen Wahrscheinlichkeiten 

= ö- 3 ^t 40 ?+ 736 ^+2130( ? ) J 4-1528(^], 

U = 7 T 4 r [7^+3544( ? ) I + 20631 (?),+ 361 20 (?) 4 + 19230 (?),], 
(12.) | 

P = (T^7[ 46 ?+ 6456 ( t 7)'+ 73707 ^+ 248364 ^ 
[ * + 318330 (?),+ l 37772 

1 n. s. w. 

Auch die weiteren Wahrscheinlichkeiten sind von mir voll- 

ständig ausgerechnet worden. Diese Formeln waren nöthig, um das Ender- 
gebniss bis auf 7 Decimalen richtig zu erhalten, doch wird ihr Abdruck der 
zu grossen Lange wegen unterlassen. Der Werth von q kann willkürlich 
angenommen werden, er bezeichnet die Zahl der Kugelarien oder Karlen- 
farben und giebt das Mittel, den Gang des Rouge et Noire von Anfang bis 
zu Ende durch alle Kartenfarben bis zur letzten zu uniersuchen. Setzt man 
in (12.) 9 = 24, so erhält man für die Wahrscheinlichkeit, in den ersten 4 
und mehr Karlenuraschlägen die Summe 31 erscheinen zu sehen, 

to u = 0,05358344 + 0,000578482 
4 0,05214118 +0,000098736 
+ 0,02856175 4-0,000013972 
4-0,01032207 4-0,000001657 
+ 0,002756334+ 0,000000 1 65 
= 0,14805778. 

Diese Werthbestimmung findet sich in Poiuons Abhandlung nicht. 

§. 6. 

Eine dritte Methode zur Bestimmung der fraglichen Wahrscheinlichkeit 
ergiebt sich dadurch, dass man das Product (4.) in §. 5. in zwei Theile theilt, 
die ersten A Facloren als Polynomium, den letzten als Binomium behandelt, 

Journ.1 nir M»tbera«Ük Bd. LXVII. Heft 4 44 
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und nach den Potenzen von * entwickelt. Man erhalt 

P = [(l+x»)(l + x , a)...(H-x*s)]»(l+a?* +, *r' 

= (1+ Q, a J - • 0(H mq. •+(«f)»« 4 + («f)>»M~ •) 

= l+«?,+m^.x A+, )a 

+ 

+ (^+"»?ör-.x* +, + («^),p P _ ja? M+s ...(« ? ), a r'* + ')»' 

+ U. 8. W. 

Die Bildung der Q unterliegt folgendem Gesetze 

(3.) q> - ?n**) , +( 9 ),n'*) , +(?) J / > '(*Ä) i ...( g ) 4 p'('*A 

wo jetzt P\k) r die Versetzungen mit Wiederholungen zur Summe * in der 
r"" Gasse, aber nicht aus den Elementen b wie im vorigen Paragraphen, son- 
dern aus den Elementen ©,, p,, ... © A bedeutet. Die Werthe der © für 
A = 9 siud in (9.) §. 5. angegeben. 

Die so eben angegebene Methode ist in der Beziehung allgemeiner als 
die in §. 5 mitgetheilte, dass auch der Werth von m (die Anzahl der Wieder- 
holungen des Vorkommens der Zahl h + 1 ) willkürlich angenommen werden 
kann. Die Exponenten von a deuten die Gassen oder die Zahl der Um- 
schlage an. 

Bei Bestimmung der Vorzahl von x" für eine bestimmte Potenz von 
* hat man die Vorzahlen der x, welche die genannte Potenz erzeugen, also 
x' y aj*-*-'.x* +l , x— 5 *-\<r ,A+J , ... zu beachten. Die Anwendung auf das 
Rouge et Noire verlangt daher die Kenntniss und Einfahrung der Vorzahlen 
von x 51 , x n , x u , x x aus Gleichung (9.) des §. 5 in Gleichung (2.) dieses 
Paragraphen. Setzt man nun h 9. so erhält man zur Bestimmung der Wahr- 
scheinlichkeit für das Eintreffen der Summe 31 in 4, 5, ... Kartenumschlägen 

" 4 = 7(9tW C16(9U66( ^^ 

+ (4? + 8 (q ),) {mq)*+ q (m?),] , 

(3.) = ^n^^ + W ^ +M77( ^ +4 ^^ +8480 ^ 

+ (1 l?+222 660 ( ? ),+ 480( ? )«)w 9 

+ (5?+40(,) J+ 45(?),)(^),], 
u. s. w. 
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Setzt man q = 24, m = 4, so erhält man die nämlichen Wcrthe, wie sie in 
(3.) §. 3 und (13.) §. 5 gefunden wurden, wodurch sich die Richtigheit der 
entwickelten Ausdrücke bestätigt. 

Das zweite, mit dem vorigen verwandte und unter b) in den §§. 2 
und 4 aufgestellte Problem beantwortet sich durch die entwickelte Darstellung 
des Polynomiums 

\P = (a l x + a i x , + a s x t +:.+o m x m )' 



Man hat hierin die Vorzahl von x* zu bestimmen, wodurch die Anzahl der 
günstigen Gruppen gefunden ist. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 

». ~ , ? ~ , 

für * = o l +a 2 -\-<i i ...a m . Es bezeichnet P'[sn; a,, a,, .. . aj* die Anzahl der- 
jenigen Gruppen, welche sich unter den Versetzungen mit unbeschränkten 
Wiederholungen aus den Elementen a, , <*j, ... a m zur 9"" Classe finden und 
die Summe « liefern. Diese Bestimmung der Wahrscheinlichkeit gilt für die 
Voraussetzung, dass aus einer Urne, welche die genannten Kugelarten ent- 
hält, q Kugeln gezogen werden und die gezogene Kugel nach der Ziehung 
in die Urne zurückgeworfen wird. 

Die Auswerthung des Ausdrucks P'[8*; a„ o,, . .. oj« kann nach dem 
Inhalt der §§ 2 oder 4 geschehen. Damit ist aber die Sache nicht gefördert. 
Einfacher stellt sich das Problem, wenn man die ersten Kugelarten von der 
letzten trennt und jene unter sich gleich setzt. Dann stellt sich die Aufgabe 
nnter folgender Form dar. 

(3.) In einer Urne befinden sieb a Kugeln mit der Zahl 1 , eben so 
viele mit der Zahl 2, 3, ... A und ma Kugeln mit der Zahl (A+l) be- 
zeichnet; q Kugeln werden einzeln gezogen, unter Rückgabe der gezogenen 
Kugel in die Urne. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeil, dass die Zahlen 
der gezogenen Kugeln die Summe n erzeugen? 

Die Zahl der günstigen Fälle bestimmt sich nach (1.) durch die Vor- 
zahl von x' in der entwickelten Darstellung von 

j P = (ax + ax i + —+ax''+mox h+l )< 

1 I = <fi(x+x 1 +x i +.-.+x h +mx*+ 1 )< = tf(M f x'+M 1+l x*+\..l 

Die fragliche Wahrscheinlichkeit ist, da ak+ma Kugeln in der Urne vor- 
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(5.) 



ai.M n 



(a(A + «»))• ' (* + »)» 
Da a sich weghebt, so ist es nicht weiter in berücksichtigen und man erhalt 
folgende zwei Formen aas (4.) 

(«0 P = + = (T^r(i+(— --* + ')% 

in deren entwickelter Darstellung die Vorzahl von x' zu bestimmen ist. Zu 
dem Ende hat man 

( 8 -> -(T^> = ^+(9} t - 1 ^'+( ? +l) f _,a^ , + -4-(i»-l)^. ! r-+ — 

In (6.) entwickle man (l+(»-l)a; Ä -«x* +1 )' alsBinomium und multiplicire diese 
Entwickelung mit (8.), so erhfllt man für die Vorzahl von x m folgenden Ausdruck 

+ (?),[(m-l) 3 («-2A-l) 4 _ I -2(m-l)«(ii-2A-2) f _ 1 
+ m'(»-2A~3) f _ l ] 



(9.) 



+ (?) J [("«-iJ 1 (»-3A-l) f _,-3(»-lMi.-3Ä-2) f . I 
+ 3(«-l)m l («-3A-3)^ l -m I («-3A-4 / V,] 



Eine bequemere Darstellung leitet sich aus (7.) ab. Wird [t-fc*-»^-*^'))]* 
als Binomium entwickelt und mit (8.) multiplicirt, so bestimmt sich die Vor- 
zahl von x" durch die Gleichung 

M„ = («-iV.-grCn-A-IY-.-i»! (»-A-l),.,]-! 

L |_ (n _ Ä _2),_ J |J 



(10.) 



r 

,|"o-3A 



-2w| (n— 2A— i^jl+m' 
l-C»-2A-2),-,| 



(it-2A- 
-2(n-2A 
+ («-2A 



-3V-.IJ 



-SA-t^.-aml (»-3A-1V, 
l-(n-3A-2) t _, 



+ 3«.' 



(n-3A- 


-1),-. 


-m' 


(«-3A— 




-2(«-3A- 


2),-, 




-3(n- 3A-2),., 




+ 0-3A- 


-3),-, 




+3(«-3A-3V, 








- (»- 3A-4) r _, 
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Durch Benutzung der Gleichung 

(« ) . (jH-*) f _,-*(p+*-1) f _.+ (*) 3 (/'+*-2),_ l +.-+(-l) 4 (p) t _ l = (p) f _>_, 
Ifisst sieb, wenn man für p die niedrigste Basis in den zusammengehörigen 
Fakultäten und für k die entsprechenden Wertbe 1, 2, ... setzt, die Dar- 
stellung (10.) in folgende umformen: 

M. = ( B -l) t _ 1 - g [(»-&-l) t _ l -«(»-A-2) f _ J ] 

+ (?), [(»-«- 1 ) f _, - 2m („_2A-2),_,+ »' (« -2Ä-3j^] 
(12.) ( -(^f),[(ii-3Ä-l) t _ 1 -3iii(ii-3A-2),_ J +3m , (i»-3A-3) f _, 

-» 5 (»-3Ä-4) t _ 4 ] 

+ 

Sollen die Gruppenzahlen der Versetzungen mit Wiederholungen zur Summe 
n in der q ,r ' Classe unter den gegebenen Bedingungen bestimmt werden, so 
hat man (9.) oder (12.) mit o« zu multipliciren. 

Setzt man A = 9, m = 4 und für q allrafllig die Werthe 4, 5, 6, , . ., 
so erhält man aus (12.) und (5.) für die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe 
31 in 4 und mehr Ziehungen erscheinen werde, wenn die gezogene Kugel 
jedesmal in die Urne zurückgeworfen wird: 

,w n = 0,05349952 + 0,0006465756 
+ 0,05 1 791 98 + 0,0001 1 9278 
+ 0,02854309 + 0,0000187340 
(13.) +0,01052435 + 0,0000025439 

+ 0,00291 452 + 0,000000301 79 

+ 0,0000000314 
= 0,14806092. 

die vier ersten Werthe wurden schon in (6.) §. 3 auf andere Weise gefunden. 

Die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen desselben Ereignisses bei dem 
Rouge et Noire ist nach (13.) §. 5 um ein Unbedeutendes kleiner, was sich 
leicht aus der Natur der Sache erklärt, da dort eine beschränkte Zahl der Kar- 
tenfarben mitwirkt. Sie wird um so grösser werden, je mehr sich die Zahl der 
mitwirkenden Farben steigert, und wörde mit der hier erhaltenen zusammen- 
fallen, wenn die Zahl der Farben unendlich gross wäre. Hiernach charakte- 
risirt sich der so eben in (13.) gefundene Werth als Grenzwerth für die bei 
dem Rouge et Noire möglichen Wahrscheinlichkeils werthe für das Eintreffen 
desselben Ereignisses. 
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Zu bemerken ist, dass die Werthe der drei ersten Summanden in (13.) 
§. 5 etwas grösser, dagegen die der späteren alle kleiner, als die hier ange- 
gebenen sind, und dass der genanute Ueberecbuss durch die spätem Ziehungen 
bedingt ist. 

Da a* nach (5.) aus dem Calcul wegfällt und a die Zahl der mitwirkenden 
Kugelarten bezeichnet, so ergiebt sich hieraus folgender bemerkenswerthe Satz. 

(14.) Sind in einer Urne h mit den Zahlen 1, 2, ... h und m weitere 
mit A+l bezeichnete Kugeln enthalten, zieht man aus derselben je eine Kugel, 
welche unmittelbar darauf in die Urne zurückgeworfen wird, und soll die 
Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, dass die gezogenen Kugeln in einer be- 
liebigen Anzahl von Ziehungen die Summe » liefern, so bleibt die Wahr- 
scheinlichkeit unverändert, wenn für jede in der Urne vorhandene Kugel ein 
und dieselbe Anzahl von Kugeln der nämlichen Art gesetzt wird. Der Satz, 
dass die Wahrscheinlichkeit bei der vorliegenden Klasse von Problemen ledig- 
lich, von dem Verhältniss der Anzahlen abhängt, in welchen die verschiedenen 
Kugelarten vorbanden sind, gilt natürlich allgemein. 

§• 8. 

Eine dritte noch bequemere Methode ergiebt sich auf folgende Art. 

Nach dem Inhalt des vorigen Paragraphen wird die fragliche Wahr- 
scheinlichkeit gefunden, wenn die Vorzahl von x" in der entwickelten Dar- 
stellung der verschiedenen Potenzen von 

(1.) R = * + *' + x' + -*' + m^' = *-K»-0**^ 

bestimmt und dann durch die zugehörige Potenz von (A-f-m) getheilt wird. 
Die Beantwortung der vorliegenden Frage erfordert daher die Entwicklung der 
Ausdrücke 

(ä+^)' (jTF^)' (ä"+^)* ' ' -i 
die Ermittelung der Vorzahl von x" in jedem einzelnen und ihre Summirung. 
Die Operationen können dahin zusammengefasst werden, dass die Reihe 

<N 1 +^+(*riir)'+( i T=r)'+(»T^)*+-- = 773- 

h -f- m 

gebildet, summirt, nach Potenzen von x entwickelt und die Vorzahl von x" 
bestimmt wird. Unter Einführung der Bezeichnung 

I 

~~ A+ m , 
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ergiebt sich für die rechte Seite vou (2.): 

1 [ 

r i—x 
i-x 

Schreibt man ferner l + r = l+ = =v > 80 hat man schliesslich 

(3.) 1 



1 — rß ~~ 1— vx— r[(m — i)x A + 1 — wx** 1 ] 
in eine Reihe zu entwickeln and daraus die Vorzahl von x" cu bestimmen, 
wodurch die gesuchte Wahrscheinlichkeit gefunden ist. 
Nun ist 



1 t-x (l-*)r [(»-<)**+'- 

1-rfl " i-*x + (1-ke7 



. (l-xy'tCm-OxA+'-mxA+T , (1 -^^[(m- l)x* 4 
+ ** + (1-vx)* 

Die Nenner führen auf Reiben, welche in der Form 

...(»+/>-l),_,v\r"-f 
enthalten sind, Wird nun hierin p=l, 2, 3, ... gesetzt und werden die 
entstehenden Reihen nach einander mit 1— x, (1— x)r[(m— l)x* +l — mx** 1 ] 
(1 — x)r*[(m — l)x* +l — i»r* +a p, ... multiplicirt und die Vorzahl von x" in 
jedem Ausdruck bestimmt, das Resultat gehörig geordnet, so erhält man für 
die Wahrscheinlichkeit die Summe n in den entsprechenden Ziehungen er- 
scheinen zu sehen, folgenden Ausdruck 

= r.v~ , + r[{m-l)(n-h)v~ h - , -(2m-i)(n-k-l)v'- h - 1 

+ m(*-h-2)v~ k - r ] 
+ r 3 [(« -2A), v^ 4 *-'- (3a»-l) (l•-2A-l) J ^ , *- , 

+ (3«-2)m(»-2A-2) 1 ^ , *- 4 -m , («-2A-3),y-" +s ] 
+ r» [(« -1 ) J (» - 3A), v»->*-'_ (4m -1 ) (m -1 )' (m - 3h -1 ), v- 1 *" 4 
i 4-3(2w-l)(m-l)w(»-3*-2) J »^- JA ^-(4m-3)w 7 (»-3Ä-3),i'»- J *- 4 ' 

+ «i , (»-3A-4) J »^- > *- 7 ] 
+ r 4 [(«- 1 ) 4 (n - 4A) 4 v- 4 *- 4 - (5m -1 ) (m -1 )» (« - 4A -1 ) 4 y— »*-» 

+2(5m-2)(m-l ) l m(»- 4A-2) 4 i^- 4 *- e - 2(5m-3)(m-l VCä-^A-S)«^- 4 *-' 
+ (5m - 4) m* (» - 4k - 4) 4 « 4 ( Ä - 4A - ö)«»- 4 *-*) 



+ 
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Setzt man hierin » = 31, m = 4, Ä = 9, e = undr= I J J , so bestimmt sich 
die Wahrscheinlichkeil durch 4 Glieder und man erhält 



wie in (13.) §. 7. Die Werthe von n, h und m können willkürlich gewählt 
werden. Auf gleiche Weise lflsst sich ir u , tr„. ... bestimmen. Die auf 
zwei verschiedene Arten hier bestimmte Wahrscheinlichkeit hat Poisson 
pag. 198 zu «p„ = 0,148062 angegeben, also mit einer Abweichung in der 
sechsten Decimale. 



Wegen weiterer Folgerungen wird es nölhig, den Zusammenhang, worin 
die W ahrscheinlichkeiten der unter a) und b) in dem §. 2 und § 4 genannten 
Probleme stehen, kurz nachzuweisen. Darauf, dass die Wahrscheinlichkeiten 
für b) die Grenzwerthe für a) bilden, wurde schon in §. 7 hingewiesen. Dies 
folgt einfach, wenn in (12.) §. 5 die Zahl der Kartenfarben also q unendlich 
gross gesetzt wird. Dann gehen die Facultfiten in Potenzen über, alle Glieder 
mit Ausnahme der letzten verschwinden, und man erhält genau die bereits in 
(8.) $• 3 gefundenen und in den einzelnen Summanden der rechten Seite 
von (13.) §. 7 wiederum eingeführten Werthe von te«, »j, .... 

Der Zusammenhang, in welchem die Werthe jeder einzelnen als Sum- 
mand in dem Endergebniss enthaltenen Wahrscheinlichkeit unter den beiden 
Hypothesen stehen, Ifisst sich aus der Vergleicbung der Gebilde in (2.) und 
(5.) des §.2 erkennen. Sie zerfallen in folgende — a r — — it - * 



Vorzahlen der drei Gebilde sind in beiden Gleichungen dieselben und können 
daher bei der Vergleicbung unberücksichtigt bleiben. Nun ist 



(5.) »„ = 0,1480609 



S 9. 






q<$, jeder 
Bei beständig 
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(4.) 



3 



Lim. 



Lim. 



i(«-l)..;(*-r+l) 

q\q-U... (q-r + \) 
t(#- i )...(•— r+l) 




Diesen Grenzwerlhen nähert man sich um so schneller, je kleiner r ist. 
Aus ilen in (1.) bis (4.) liegenden Gesetzen, welche sich auch in den Zahlen- 
werlhen (3.), (4.), (5.) §.3 erkennen lassen, entnimmt man Folgendes: 

^5.) Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten, eine bestimmte Summe («) 
zu erhalten, sind im Fallen begriffen, wenn die Kugelarten oder Kartenfarben 
wachsen, so lange die Ziehungszahlen klein sind, im vorliegenden Problem 
bei 4 und 5 Ziehungen. Bei 6 Ziehungen tritt zuerst ein Wachsen, dann ein 
Fallen ein. 

(6.) Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten wachsen beständig, wenn die 
Kartenfarben wachsen, sobald die Ziehungszahlen eine gewisse Grenze flber-r 
schritten haben, im vorliegenden Problem für 7 und mehr Ziehungen. Hier- 
über ist ausser (3.), (4.), (5 ) § 3 auch (13.) §.7 zu vergleichen. 

Da die Zahl der Ziehungen oder Kartenumschläge mit dem Wachsen 
der Kartenrarben immer grösser wird, und die Zahl der wachsenden Werthe 
sich beständig mehrt, so folgt weiter: 

(7.) Die Summen der Wahrscheinlichkeiten, welche das Eintreffen 
einer bestimmten Summe >} bedingen, werden im Wachsen begriffen sein, 
wenn die Zahl der Kartenfarben oder Kugelarlen und Ziehungen zunehmen, 
unter der Voraussetzung, dass die gezogene Kugel nicht in die Urne zurück- 
geworfen wird, oder das umgeschlagene Blatt nicht zurückgenommen wird 
(Problem •)). 

[8.) Die Wahrscheinlichkeitssummen in (7.) nähern sich bei beständiger 
Zunahme der Kugelarten oder Kartenfarben denjenigen, welche entstehen, wenn 
die gezogene Kugel zurückgeworfen, oder die umgeschlagene Karte wieder 
aufgenommen wird (Problem b}), und die Werthe der letzteren (Problem bj) 
bilden die Grenzwerlhe für die der ersleren (Problem a)). Bei unendlich vielen 
Kugelarten oder Kartenfarben sind die Wahrscheinlichkeitssummen in beiden 
Problemen gleich. 

Das Gesagte bestätigt sich durch folgende Zusammenstellung, worin die 
Wahrscheinlichkeiten, die Summe 31 zu erhalten, durch w,, te s , «?«, »„, 
u> u . w x bezeichnet sind, wenn im Rouge et Noire die Blätter von 1, 2, 3, 
4, 23, 24 oder unendlich vielen Farben in Betracht kommen. 

Journal für Mathematik Bd LXVII. Heft 4 45 
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w, = 0,14763015 . . . Hfe = 0,14805752 . . . 

w, = 0,14788182 ... w» = 0,14805778 . . . 

»3 - 0,14797901 ... 10. = 0,14806092 . . . 
w> = 0,1 4801 266... 

Die letzte (trj ist der Grenzwerth für die früheren. Man erhält sie, wenn 
0 = 1, 2, 3, ... in (12.) § 5 gesetzt wird. Diese Sätze finden auch in an- 
deren hierher gehörigen Fallen ihre volle Bestätigung. 




§• 10. 

Der Vorlheil der Bank beruht in den zwei vorliegenden Problemen 

a) und b) §§. 2 und 4 auf dem wiederholten Eintreffen einer bestimmten 
Summe (») in zwei aufeinander folgenden Ziehungsreihen. Da in dem Pro- 
bleme a) die erzeugenden Elemente mit den Ziehungen sich vermindern, in 

b) aber die gleichen bleiben, so ist die Wahrscheinlichkeit für den Wieder- 
eintritt der Summe » hei dem Problem a) 

(1.) KV = tD m .W M , 

bei dem Problem b) 

(2.) u,, = («„)'. 

In beiden Fallen beträgt der Vortheil die Hälfte aller Einsätze a und ist somit 

(3.) r = w r .\a. 

Die Wahrscheinlichkeit für den Wiedereintritt der Summe 31 in dem Problem 
b) und der zugehörige Vortheil ist nach (13.) §. 7 

) e, = 0,14806092* = 0,021922036, 
(t> = la = 0,010961018. «. 

Dieser Vortheil beträgt daher etwas mehr als 1 Procent aller Einsätze und 
dies ist zugleich nach §. 9 der Grenzwerth für den Vortheil der Bank bei 
dem Rouge et Noire. 

Der Vortheil der Bank bei dem Rouge et Noire bestimmt sieb nach 
§. 2 in folgender Weise. Ist die Snmme » in der ersten Kartenreihe 
schienen, so muss sie auch in der zweiten bei verminderter Kartenanzahl 
den gleichen Bedingungen in I -f Ziehungen erscheinen. Man 

hat daher den dort erhaltenen Ausdruck mit dem correspondirenden 

- (g, - o, )„ (*, - o, ),,. . . o,)«, 
(5 ° *' = 
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zu multipliciren und erhält 

1' = (t,)y(J,k-(4, _ (x,~a,h i (x t -a t ) : ,...(x i -a t ) Zl 
(* ' <-P). 

unter folgenden zusammengehörigen Bedingungen 



(7.) 
(8.) 



f> = Oi+Oi+4rl 

• = la t +2a.+ 3«j+- - + ia,, 

/ = Si+»,-f Y* k , 

i» = l*i-f-2*j-f 3sjH Yhs k . 

Man hat hiernach mit jedem aus (7.) hervorgehenden auflösenden Falle alle 
aus (8.) hervorgehenden in Verbindung zu bringen und die entstehenden Zahlen- 
werthe zu summiren. 

Die zweite Auflösung ergiebt sich aus den §§. 5 und 6, indem man 
die Factoren des dort angegebenen Products, welche in der ersten Ziehungs- 
reihe eine Auflösung geben, ausscheidet und dann die auflösenden Fälle des 
so verkürzten Products für die zweite Ziehungsreiho bestimmt. Dies deutet 
sich auf folgende Weise an 

<w »' - ■7^i^K 1 +»)(H^«)...(i+^»)(i+« M »rr', 

wo q und / veränderlich ist und jedes die Werthe 4, 5, 6, . . . für sich 
durchläuft. Hat q einen bestimmten Werth erhalten, so tritt / hinzu und durch- 
läuft für sich alle zulässigen Werthe. 

Beide Auflösungsarten sind sehr mühevoll und mögen die Geduld und 
Kraft zur Ausführung erschöpfen. Diese Arbeit ist nicht nöthig, da die Frage 
durch die Gleichungen in (12.) §. 5 gelöst ist. Durch die daraus fliessenden 
und in (9.) §. 9 angegebenen Resultate Idsst sich der Gang des Spiels vom 
Umschlag der ersten Kartenreihe bis zu den letzten Blättern verfolgen, wenn, 
wie geschah, statt q allmälig die Werthe 24, 23, ... 4, 3, 2, 1 ge- 



Ist nämlich die Summe 31 durch Umschlag der ersten Kartenreihe 
(4, 5, . . . 13 . . . Blätter), deren Wahrscheinlichkeit »„ = 0,1480577 ... be- 
tragt, erschienen, so ist die Wahrscheinlichkeit für den Wiedereintritt dieser 
Summe in der um so viele Blätter verkürzten zweiten Kartenreibe »«=0,1 480575. 

45 # 
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Beide Werthe differiren in der siebenten Stelle. Do nun die Wahrscheinlich- 
keilen mit dem Ausscheiden der gezogenen Karlen nach §. 9 fallen, so werden 
die Wabrscheinlichkeilswerlhe für die möglichen Zwischenfalle innerhalb der 
Grenzen der genannten Wahrscheinlichkeiten liegen. Daher bestimmt sich 
die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen der Summe 31 in den zwei ersten 
Kartenreihen und hieraus der zugehörige Vorlheil der Bank zu 

j ,o, - 0, 1 480577 . . . x 0, 1480575 = 0,02 1 921 05. 
ll0j je = 0,0109605. a, 

also um ein Unbedeutendes kleiner als der Grenzwerth (4.). 

Der Vorlheil wird sich annähernd lange auf dieser Höhe erhalten, denn 
wenn die Karten bis auf 52 (Blätter eines vollständigen Spiels) umgeschlagen 
sind, so wird er sich auf höchstens r ~- 0,01095138. a stellen. 

Um genaue Resultate für den Schluss des Spieles zu erhallen, habe 
ich nach §. 2 die Wahrscheinlichkeit für den Wiedereintritt der Summe 31 
unter der Voraussetzung berechnet, dass noch 13 Bläller und 11 Blätter der- 
selben Farbe (im letzten Falle darunter zwei Zehner, in welchem Falle der 
Wiedereintritt von 31 noch möglich ist vorhanden sind, und folgende Resul- 
tate für diese Falle gefunden 

(HO 0,020390720..., r = 0,01019536.«, 

(12.) w, =0,018326118.... x> = 0,009 16305. a. 

Hiernach liegt der Vortheil der Bank bei dem Rouge et Noire zwischen 1,096 
und 0,916 Procent aller Einsätze, der gegen Ende des Spiels in besonderen 
Fällen noch geringer werden kann, denn es sind noch manche Combinalionen 
denkbar, worin bei einer noch geringeren Kartenanzahl (z. B. 8,, der Wieder- 
eintritt der Summe 31 möglich ist. Die Wahrscheinlichkeit aber für das 
Auftreten solch specieller Fälle ist so gering, dass dieselben nicht weiter in 
Betracht gezogen zu werden brauchen. 

§. 11. 

Die Sälze des vorigen Paragraphen ruhen auf der Voraussetzung, dass 
das Spiel einen regelmässigen Verlauf nimmt, was ganz mit den I'rincipien 
der Wahrscheinlichkeilsrechnung und namentlich mit dem Satze übereinstimmt, 
dass das Eintreffen der Ereignisse bei häufiger Wiederholung in direclem Ver- 
hältnisse zu den ihr Eintreffen bedingenden Ursachen steht; wobei jedoch 
mancherlei sich dem Calcul entziehende Abweichungen nicht ausgeschlossen 
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sind, welche die Gültigkeit des allgemeinen Gesetzes nicht stören (dieses 
Journal Bd. 30, pag. 251 u. f.). 

Poisson behauptet pag. 191 seiner Abhandlung, dass die Wahrschein- 
lichkeit für den Wiedereintritt der Summe 31 zu Anfange des Spiels die 
gleiche sei wie im zehnten oder jedem anderen Male. Dies stimmt mit den 
hier erhaltenen Resultaten nicht überein, und dürfte sich auch nicht rechtfer- 
tigen lassen, da mit jedem neuen Male sich die erzeugenden Elemente ändern, 
und die Wahrscheinlichkeil für den Wiedereintritt nur dann die gleiche bleibt, 
wenn die Zahl der Karten bei jeder Ziehung die gleiche bleibt, oder als un- 
endlich gross angenommen wird. Er giebt wohl zu, dass sich die Wahr- 
scheinlichkeiten im Laufe des Spiels Andern, aber nur für die den Gang des 
Spieles und die erschienenen Karten kennenden Spieler, aber nicht für die 
damit unbekannten Personen. Diese Unterscheidung ist nicht zutreffend, denn 
die Karlen -Umschläge bedingen die Aenderung in gleicher Weise für den 
Spieler, wie für den unbeteiligten Zuschauer. 

Poisson bestimmt die Wahrscheinlichkeit für den Wiedereintritt der 
Summe 31 für das Problem b; zu 

(1.) w, - 0,148062 2 = 0,02192235, 

etwas höher als in (4.) §. 10, und die bei dem Rouge et Noire ^Problem n); zu 

(2.) w, = ^-icl, - H 10,148062' m 0,0219926 

für » = 312, und nach Abzug des von ihm vernachlässigten Gliedes zu 

(3.) w, = 0,021967, 
den Vorlheil der Bank also zu 

(4.) r = 0,0109835.o 
und somit nach (3.) und (4.) grösser, als der hierfür mögliche Grenzwerth ist. 
Wenn auch die hieraus sich ergebende Differenz erst in der fünften Stelle 
auftritt, so charakterisirl sie sich doch entweder als Folge eines unrichtigen 
Rechnungsresultals, oder einer unrichtigen Annahme. Derselbe Fehler wieder- 
holt sich bei Poisson pag. 205. 

§• 12. 

Es ist noch übrig, die weiter hierher gehörigen Fragen zu beantworten. 
Da die Werthbestimmung der Wahrscheinlichkeilen für beide Probleme a) und 
b) sehr mühevoll ist, so lohnt es sich, Methoden anzugeben, wie die fraglichen 
Werthe von einander durch Addition und Subtraction abgeleitet werden können. 



Digitized by Google 



354 



ftelttmoer kr\tr<V3 



Betrachtet man raeN dw Problea b;. wen die gezogene kagd Back 
der Ziehung in die Lrne zurückgeworfen wird, and nimm! an. da» die Wabr- 
scbeialicbkeitea für 10 aaf einander folgende Summen etwa 21. 82. ... 30 

31 dadorcb bestimmt werden, da» in der vorbergeheaden Ziehung eine der 
genannten Summen erseheint , und zn ibr in der letzten Ziehung die diese 
Summe erzeugende Zabl (10 za 21. 9 zu 22 n. « w. ) tritt. Der Zatritt der 
Zabl 10 wird dnrcb «■ = T « f . derjenige der übrigen 9 Zahlen darcb r = T » 4 
bedingt Hiernacb ist: 

•fji = i'j 4.ar„ — a-„ — a* a - r«V . 

Da« Nämliche eilt bei jeder anderen Summe und jeder beliebigen Anzahl der 
erzeugendea Elemente oder Kugeln Sind daher in einer Urne mehrere Kugel- 
•rten enthalten, von denen die ersten a Arten die Zahlen 1. 2, 3. ... I und 
die letzte die Zahl * - 1 aber »mal tragen, so hat man im Allgemeinen 

(10 = l _! _ * ,p .Tic..|-riP^i-i r».*»5 

I 

und hieraus 

2., W. = — K*+»)»^m— (*Vi+»VraH rr^j 

für jedes m. k and n. Da sich die Wahrscheinlichkeiten der ersten 10 Summen 
leicht aas den Gleichungen der §§. 7 and S ableiten lassen, so kann man 
aus %) allmälig die der höheren Summen finden and erhält: 





-0.2129024 


■>>. 


= 0.1480609 




= 0.1398469 




= 0.1492944 


b 


= 0,1424546 


»M 


= 0.1503863 




= 0.1449054 


«*M 


= 0.1513327 


»14 


= 0,1471802 


»» 


= 0.1521320 


»* 


= 0,1492599 


«"y> 


= 0.1527832 


!«•„ 


= 0,1511244 


«-37 


= 0.1532875 


|»„ 


= 0,1527563 




= 0.1536463 


1 »» 


= 0,1541344 


«■« 


= 0.1538636 


n? w 


= 0,1552407 




= 0.1567827 




= 0,1683471 


»4! 


= 0,1512117 



o. I. w Diese Wahrscheinlichkeiten zeigen ein bemerkenswerthes .Maximum 
für ir . tp„,. und dann ein rasches, jedoch immer kleiner werdendes 
Fallen, worauf ein beständiges Steigen eintritt. Am stärksten ist das Maximum 
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bei »,„ = 0,3806406; bei höheren Summen «?„, . . . scheinen sich die 
Wahrscheinlichkeiten mehr der Gleichheit zu nähern. 

Anders verhalten sich die Wertho der Wahrscheinlichkeiten, wenn man 
von einer bestimmten Summe (31 bei dem Rouge et Noire) ausgeht. Die zum 
Spiele gehörigen Summen bilden dann einen Cyclus (31, 32, . . . 40), ausser 
welchen keine andere erscheinen kann. Es ist dann zu berücksichtigen, dass 
in jeder höheren, zum Spielcyclus gehörigen Summe (32, 33, . . . 40) Fälle 
vorkommen, die schon in denen der niederen enthalten sind und daher aus- 
geschieden werden müssen So sind in der Summe 32 alle Fälle mitgezählt, 
die durch Zutritt der Zahl 1 zu der Summe 31 die von 32 erzengen. Das- 
selbe gilt von 33 und jeder höheren Summe bis 40. Bezeichnet man die 
einem solchen Cyclus zugehörigen Wahrscheinlichkeiten durch w 31 , 
so ergeben sich für ihre Werthermittelung folgende Bestimmungen 

(4) ■ = Ws2 ~t X * w>1, > 

i«bs - »u--rV!>K + Wji) 



u. s. w. und allgemein unter den bei (1.) angegebenen Voraussetzungen 

(5.) = w. +p -jp— (10,^+ w m+p _ r >■+«>.), 

wo » die Basis angiebt, und p die Werthe 0, 1, 2, ... A durchlaufen kann. 

Eine zweite Methode für die Bildung der w beruht auf dem in (1.) an- 
gegebenen Verfahren. Sie besteht darin, dass dio in der vorletzten Ziehung 
auftretenden Summen mit den in der letzten Ziehung erscheinenden Zahlen 
die fraglichen Summen erzeugen; sie schliesst die Basis und die über ihr 
höheren Summen von der Mitwirkung aus. Hiernach ist 

%i = (4- •••+«>».), 

«u = A( 4 -«'a+«'M+--+«Pw)i 



(6.) 



und allgemein 

C 7 -) = jrn^( mM, --H.-*-» + "'-+i-* + ""+ ID »-') 

für jedes A, m und *,- p kann die Werthe 0, 1,2....* durchlaufen. Beide 
Methoden bilden gegenseitig eine Controle. Zur Bildung der niederen Summen 
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ist die erste* für die der höheren die zweite Methode bequemer. Man erhält 
folgende Werlhe . 

Mjl = 0,1480609 «* = 0,0949981 

( m jj = 0,1379051 « J7 - 0.0837498 

(8.) u n - 0. 1 2751 28 = 0,07231 73 

!*„ = 0,1 168910 M,, = 0,0607 157 

m m = 0, 1 0604 94 «„ = 0,05 1 799 1 . 

Ihre Summe ist 0.999999 — 1, wie dies sein muss, da nothwendig einer 
dieser Falle in jedem Spiele eintritt. 

Poiison giebt pag. 200 nur die in (4.) angeführte Methode an. Dort 
findet sieh jedoch ein Versehen, wie sich aus einer Vergleichung leicht er- 
sieht. Auch in der Werthangabe für u w und w m findet sich eine kleine Dif- 
ferenz. Für das wiederholte Eintreffen der Summen 31 bis 10 ergeben sich 
folgende Werlhe: 

ul, = 0.02 1 92203 « j„ = 0.00902464 



& = 0,0 1 9 1 78 1 5 w\; — 0.0070 1 403 



(9!) «L- 0.01615951 . «I = 0,00522979 
] 4 = 0,01 366350 «•,, = 0.00368640 



«] s = 0,01 124657 «i, = 0.0026H315. 

In diesen Fällen bleibt das Spiel unentschieden. Aus der Vergleichung 
der bisher erhaltenen Resultate ergiebl sich Folgendes. Werden 1000 Spiele 
gemacht, so gewinnt durchschnittlich in 890 Fällen entweder die Bank oder 
die Spieler, in 22 Fällen (also ungefähr in 50 Spielen einmal) gewinnt die 
Bank die Hälfte aller Einsätze; in 88 Fällen bleibt das Spiel unentschieden. 

Wäre die Summe 30 statt 31 als entscheidende Zahl bei dem Spiele 
gewählt worden, so ergäbe sich für die Wahrscheinlichkeit des Wiedereintritts 
der Summe 30 und den zugehörigen Vorlheil 

wl, = 0,1683471* - 0.02834072 
r =0,01417036.o, 
und der Vorlheil der Bank würde sich auf 1,417 Procent, also viel höher 
stellen, und die Werlhe der u würden folgende: 

«3„ = 0, 1 68347 1 w J5 = 0.0930996 

(«„ = 0,1351111 « M = 0.0820484 

(11.1 < «,, = 0. 1 249554 u s: = 0,070800 1 

i «„ = 0, 1 1 4563 1 « M = 0,0593676 

I «34 = 0,1039410 «„ = 0,0477659, 



(10.) 
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womit (8.) zu vergleichen ist. Die in diesem Paragraphen angegebenen 
Werthe bilden die Grenzwerthe für die des Rouge et Noire. von denen gezeigt 
wurde, dass sie ihnen ganz nahe liegen. 

§ 13. 

Auf gleiche Weise, jedoch mühevoller, bestimmen sich die Werthe der 
Wahrscheinlichkeiten für das Eintreffen der einem Cyclus zugehörigen Summen 
(31, 32, ... 40) für das Problem «), wenn die gezogene Kugel nicht in die 
Urne zurückgeworfen wird. 

Wird verlangt, dass ein bestimmtes Element erst in der letzten Ziehung 
mitwirke, so ist die Folge, dass es in den vorhergehenden nicht zur Erzeu- 
gung der fraglichen Summe mitwirken darf. Daher muss die in der Urne 
enthaltene Kngelart um dieses Element verkürzt angenommen werden. 

Bezeichnet man nun die Anzahl der günstigen Fälle, welche durch das 
Zusammenwirken der vollständigen Elemente eine Summe erzeugen, durch A; 
durch B die Zahl derer, welche aus der Summenbildung bei ausgesondertem 
Elemente hervorgehen: durch C die Zahl derer, welche einem bestimmten 
Cyclus zugehören, so hat man nach Analogie der im vorhergehenden Para- 
graphen aufgestellten Gleichungen folgende Bestimmungen: 

(1.) A m ,,,, t = a (mB„ + B m ^ + B m+7 +-.-+B n+l ,), 
(2.) C„ 4J , = A H , y -o(B. +p _ l +B^ p _?+...+ B.) 
(3.) C„ +f) = a(mB^ + B„„_ l< _ 7 +- + B^ l ). 
a bezeichnet die Zahl der Kugelarten oder Kartenfarben; 1, 2, . . . h die auf 
den Kugeln oder Karten vorkommenden Zahlen, m das wiederholte Vorkommen 
der höchsten Zahl (A+l), n die Basissumme, p kann die Werthe 0, 1, 2, ... h 
durchlaufen. Bei dem Rouge et Noire ist a = 24. w = 4, A = 9, « = 31 zu 
setzen. Sind die Werthe der A und C in (1.), (2.), (3.) gefunden, so hat 
man mit der Zahl aller möglichen Fälle zu theilen, um die fraglichen Wahr- 
scheinlichkeiten zu erhalten. Die A bezeichnen die Vorzahlen von x 11 , x 35 , . . 
die den Potenzen s A , ** . . . in der entwickelten Darstellung von 
(4.) P [(1 + x*)(l + ar 7 *)...(l + x !, *J(l+x , "a) 4 ] M 
(4.) §. 5 zugehören. 

Die Werthe der B können auch au9 den Gliedern des vollständigen 
statt des abgekürzten Polynominms auf folgende Weise 

(5.) B. = -j-^- = P(l -x**+x , V-x J V + -} 

abgeleitet werden. Hierin bedeutet k die auszuscheidende Zahl, also eine der 
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Zahlen 1, 2, 3, ... 10. Die Vorzahl von x" ist dann aus den Gliedern der 
begleitenden Reihe zu bestimmen. 

Die Durchführung dieser sehr mühevollen Arbeit ist jedoch nicht nö- 
thig, da man weiss, dass die hieraus sich ergebenden Wahrscheinlichkeiten sich 
den Grenzwcrthen des §.12 mehr und mehr nähern und ihnen bei sechs voll- 
standigen Kartenspielen ganz nahe kommen. 

§• 14. 

Der Umstand, dass in den Problemen u) und b) ein bestimmtes Ele- 
ment, öfter wiederholt als die übrigen, bei Erzeugung der Summe (») mit- 
wirkt, macht die Auflösung verwickelt. Einfacher ist es, wenn alle Elemente 
oder Zahlen gleich oft mitwirken sollen. In diesem Falle hat man in den mitge- 
theilten Gleichungen m = 1 oder, was bequemer ist, m = 0 und dann für h im An- 
wendungsfalleden entsprechenden Werth der mitwirkenden Elemente einzusetzen. 

Für das Problem a), wenn die Kugel nach der Ziehung nicht in die 
Urne geworfen wird, ist das Polynomium 

(1.) P=[(l+x»)(1 + x 7 *)...(l + x''*)]'=H-(> 1 s+^* , +^a J +- 
zu entwickeln und die Vorzahl von x" für die zugehörigen Potenzen von z 
nach (2.) §. 6 zu bestimmen. 

Für das Problem b), wenn die gezogene Kugel nach der Ziehung in 
die Urne zurückgeworfen wird, ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit, die Summe 
» in q Ziehungen zu erhalten, in diesem Fall aus (9.) oder (12.) §. 7 

(2.) ' ». = ■^[in~\\_ l -q{n~h-\\_, + (g\(n-2h-l\_ l ]. 

Aus (4.) §. 6 erhält man für die Wahrscheinlichkeit, die Summe i» in 
allen möglichen Ziehungen erscheinen zu sehen, wenn man r = y und k = — 
setzt uud reducirt, folgende Bestimmung 

1 /A + l\— ' n /A + l\— *-» . n(n-2A-i) /A + lV- 1 *- 5 
p - - T\~) ~J r \~h~y + 1.2.A« VJTJ 

(3.) ) n Q-3A- l) 0-3ft-2) / A-f i V 

1 1.2.3.A' V k ) 

(4.) 1 / A-H y->*-«r n(n-2A-l) M (n-3A-l)(fi-3A- 2)-| 

A* \ A / L 1.2 V A > 1 .2.3.A J 
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Die Gleichungen des §.12 gehen in folgende über: 

(5.) W. +h = y (»,. + «?.+, + •• • + ».+*_,), 

(6.) te. = *.«.+*— (». + i+»m.,H h 

(7.) «„+, = J-(».4^-l+«>M*-4+— 
( 8 0 «.-tp - ■J-(«H*-» + *-4#-«+H HM'.-i), 

in (7.) und (8.) kann p die Werthe 0, 1, 2, ... A— 1 durchlaufen. 

Wörde das Rouge el Noire unler der Voraussetzung gespielt, dass in 
jeder Farbe nur die Zahlen 1, 2, ... 10 enthalten, die Bilder also ausge- 
schlossen sind, so ist A-10 in den vorstehenden Gleichungen zu setzen. Das 
Spiel würde einen anderen Gang nehmen, und die Grenzwerlhe der dabei vor- 
kommenden Wahrscheinlichkeiten würden sich in folgender Weise feststellen 



(»0 



ff*, 


= 0,181410912 




= 0,181933149 




= 0,181264689 


v>„ 


= 0,181862862 




= 0,181633059 


ip* 


= 0,181793873 




= 0,181856200 




= 0,181749564 




= 0,181960755 




= 0,181744112 




= 0,181976087 






«Jl 


= 0,181264689 


«Vi 


= 0,091064070 




= 0,163506591 




= 0,072800468 


w« 


= 0,145566425 


«3« 


= 0,054545193 




= 0,127485360 


«30 


= 0,036321497 


"* 


= 0,109304616 


*«. 


= 0,018141091. 



Die Wahrscheinlichkeiten in (9.) zeigen auch ein Maximum wie die 
in (3.) §12 angegebenen, jedoch in anderer Lage und geringerer Intensität 
und nähern sich mehr der Gleichheil. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten 
in (10.) ist 1, wie dies sein muss. 

Der Grenzwerth für den Wiedereintritt der Summe 31 und der hiezu- 
gehörige Vortheil der Bank würde sich nach (9.) auf 

fit 1 I ^ 3,) ' = O* 181264689 ' = 0,03285688 
1 h =0,0164284.« 
stellen, also mehr als 1^ Procent betragen. 
Freiburg i. B., im Juni 1865. 

46* 
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Ueber simultane bin Are cubische Formen. 

(Vou Herrn A. Clebsch zu Giesaen.) 



D ie Theorie der simultuuen binären cubischen Formen ist von Herrn 
Salmon (Introd. Lessons) studirt worden aus der Annahme einer kanonischen 
Form, in welcher beide Formen als Aggregate von drei Cuben erscheinen. 
Indessen lässl dieselbe eine andere Behandlung zu. Es giebt nämlich zwei 
lineare Coearianten solcher Formen, und indem man sie als Variable einführt, 
gelangt man zu einer merkwürdigen typischen Form, in welcher die beiden 
Functionen die Differentialquotienten eimr Function vierter Ordnung sind. Die 
CoelTicicnten dieser Form sind von einander unabhängig, und können als fun- 
damentale Invarianten benutzt werden. Alle übrigen Invarianten drücken sich 
dann rational durch diese aus. bis auf einen Factor, welcher eine Wurzel aus 
der cubischen Invariante der biquadratischen Form ist. Diese Resultate und 
ihre Ableitung bilden den Inhalt der folgenden Notiz. 

Die gegebenen binären Formen seien: 

j u = aJ + Sbx'y + Scxif + df, 
i c = «* 3 + 3/**> + 3^M<V- 
Die Determinante von u-{- Xt> bezeichne ich durch 

=■ 2 b-{-Xß c-t-ly —xif 
c+ ly d+M x 1 

- A + 2lB- r X 1 C. 

Dabei sind A, B, C quadratische Covarianten; A enthält nur die Coefficienten 
von u, C nur die von t>, B beide linear. Die Differentialquotienten einer Form 
Ordnung bezeichne ich durch 

'Pi = — -5^-, tpi - — 5r, ö>„ — t- etc. 

r n dx ' ' n ay 7 ' *.«— 1 ox 

In diesem Sinne bilde ich die lineare Govariante: 
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welche für Q — k in die bekannte verschwindende lineare Covariante von 
H-f Ae übergeht. Der Ausdruck P hat also den Factor (p — A), und in der 
That. nimmt man die Function D in der zweiten Form (2.), so findet man 

a+la b-\-kß (ax+by) + y[ax-rßy) 
(4.) P = 2 c+ ky (bx+cy) + ? ( 

c-fAy d+kt (cfB+df) ( yoH-<Jf ) 
und die linearen Covarianlen /> und ^ haben die Definition 



= 2( 9 -k)(p-kq), 





a A ax + ßy 




c ß ax+by 


(5.) p = 


b c ßx + yy 




ß y bx + cy 




c d yx+Sy 




y <f cx+dy 



(6.) 



Indem man aber in (4.) links für P den Ausdruck (3.), und für D 
darin den Ausdruck (2.) setzt, erhält man die folgenden Gleichungen: 

0 = Ai«*n— 2Ai«u + ^?jWii, 2/> = ^„«Kj— 2^,jC l1 + >4 M c„, 
-p — B^Un — 2B n u n -f ß„ m„ , — ? = ß u ©n — 2ß, 2 P n + B n ©„ , 
2? ^C llVn - 2C n + 0 = C„ t>„ - 2 C i3 r u + ©„ . 

Bezeichnen wir nun durch 2K die Determinante dieser Gleichungen: 

A lt A n A n 
(7.) 2K m B n B n B n 
C„ C',, Cj 

und durch A, B, V die drei Formen zweiten Grades: 





t 






Au 




C lt 








(8.) A = 


-xy 




, B = -| 


A a 


-xy 


Cm 


, /' = 


A n B n 


-xy 




x 1 


B n Cj, 




A n 


x 1 


Cn 




A 12 Bn 





welche zugleich die Functionaldeterminanten von A, B und C sind. Dann ist 



(9-) 



2 
2 
2 



dK 

^7 



=- A 



>M1 



dir 
KT, 

dK 



= -A 



= 2B 12 , 



„ dir 



IM 



12 5 



2 ölf -/ 



IM 



und die Auflösung der Gleichung (6.) nimmt die Form an: 

j K* u =B n p + I\ iq , Kc n = Anp + B^q, 
(tO.) Ku n = Bujt+i-ftfc A' PlJ - A„p + B |jg , 
( Kun = B„p + /'«?, Ke n = A„p + B„ 9 . 
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MultipHcirt man in diesen beiden Systemen die erste Reihe mit x\ die zweite 
mit 2xy. die dritte mit y 7 , und addirt, so hat man: 

(11.) K.u = Bp + I'q, K.t> = Ap + Bq. 

Bemerken wir nun, dass, wenn e' etc. die Functionen u, r mit den 
Variabein x', y' geschrieben bedeuten, man den aus w, u oder c, x> gebildeten 
Functionaldeterminanten die Form geben kann: 

a b 2yy' 

b c — (xy'+yx) 
c d 2xx' 
a ß 2yy' 
ß y -(xy'+yx') 
y <1 2xx 



(12.) 



= (xy'-yx) 



1 



pej-e^i = (xy'-yx') 
Aus den Ausdrucken 



= (xy'-yx'){A i x'+A 1 y), 



= (xy'-yx')(C,x , + C 7 y'). 



«,, e t , ti 

entstehen, indem man x\ x'y', y n durch Ä n ^ —A n , A n ersetzt, nach (6.) die 
Grössen : 

0, 0, 2/>„ 2p 7 ; 
indem man x", x'y', y n dnrch B n , -B a , B n ersetzt: 

endlich, indem man dieselben Grössen durch C„, -C„, C„ ersetzt, die Aus- 
drücke : 

2 9l , 2?„ 0, 0. 
Daher folgen aus (12.) die vier Gleichungen: 

. u,p 3 — u^p, = A t B 3 — B,A 3 = 1\ 

(13) ) 9» - = - i (^i c 2 - c « = - 
j v t p t =i(A l C t — C^AJ = B, 

l «i??— «>2?i = —{B t C l — C l B 1 ) = — A. 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich 

B /» + r 9 = <P*<li-<liPi), Ap + B? = e(/>,f,-?,p,), 
. und daher aus Vergleichung mit (11.): 

(14.) fhqx-q^pi = K, 

was man auch leicht direct nachweist. Es folgt aber ferner für die Functional- 
determinante von u+Xt und p + (>q aus (13.) der Ausdruck: 

(«, + ie I ),> J + p ? ,)-(« 1 + ie 1 )(p = /'+(Ä-e)B-^A. 
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Bildet man jetzt die Hessesche Determinantö dieser quadratischen Form, so 
findet man 

D lt (A) ( p , + <?q 2 ) 7 - 2D n (i) ( Pl + eq 2 ) (p t + ) + D n |>, + eg,) 7 
(15.) n r u +(l-Q)Ba-l*Au r w +(A-?)B ö -l|>A M | 

/' l3 + (A-(»;B 1? -,tyA l2 r„+(l-(i)B R -Ä(»A u 



woraus, wenn man ff = — ~ set2t und mit q 1 multiplicirt, die Gleichung folgt: 
(16.) KW(l) = 2 



CBiif>+/ii9)+A;A ll p+B„9) (B n p+ruq)-\-k{A n p+B l7 qA 
{Bop+raqyWAnp+Brf) (Bnp+l'vqWAnp+Bxq)] ' 

Diese Gleichung enthält die typischen Darstellungen der Formen A, B, C. 
Führt man die in dieser Gleichung auftretenden Invarianten ein: 

* M aa = 2(A„A n — A;,), M bc = (B n J' n -2B,j/' n + B„/' u ), 

(17.) M bb = 2(B„B JI -Bi,), M ea = (J' u A„-2r„A n +r n A„), 
I Jf fl . = 2 (/'„r n -/',', \ M ab = (A ll B„-2A 17 B ll + A M B ll ), 

so zerfällt die Gleichung (16.) in die folgenden Gleichungen für A, B, C: 

IK*A = M bbP * + 2M bc pq + M re q\ 
(18.) /T/J = M abP * + (M ac +M bb )pq+M bl .q\ 
\K*C = M aoP *+2M ab pq+M bb q: 

Inzwischen erhält man aus den Formeln 

A = A tl x 1 + 2A n xy + A n y\ 
B = B u x , +2B a xg + B„y 7 , 
C = C ll x'+2C n xy+C n y 1 
durch Auflösung mit Rücksicht auf die Gleichungen (9.): 

2Kx 7 = AA»-2BB»+Cr„, 
~2Kxy = AA„-2BB U + Cr a , 
2Ky* = AA U -2BB U + Ct n . 
Multiplicirt man diese Gleichungen mit A„, — 2A n , A M , oder mit B„, — 2B„, 
B M , oder endlich mit /'„, — 2/',,, J n undaddirt jedesmal, so kommt mit An- 
wendung der Grösse (16.): 

2KA = M..A-2M mt B+M«C, 
2KB = M. b A-2M u B+M bt C, 
2KV - M^A-M^B + M^C, 
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und man erhält daher, wenn mafl die Werthe von A, B, C aus (18.) einführt, 
für A, B, /' die Formen: 

2K*A = {M^M^M^+M^^P^iM^u-M^)^ 

2A 3 B = (M. a M> t -MrtM»)p*+2(2M a6 M ir ~i[ tb M ae -MMpq 

+ !M a ,.M r -M f ,,M hr )q\ 

Diese Gleichungen vereinfachen sich, indem man auf die Eigenschaften der 
Invarianten M näher eingeht. 

Die Invarianten M sind die Elemente der Determinante, welche bei der 
Multiplication der Determinanten 





A„ 


Au 


A« 




A„ 


-2A n 


A„ 








20. ) 


B„ 


B, ? 


B.j 




B„ 


-2B 13 


B„ 


= 2A' 4 - 


M., 


>/ AA M bt . 




r M 


r, 


/'« 




/'» 


-2r„ 


r„ 






M,„. Met 



entstehen. Die Unterdeterminanten der M kann man daher aus den Unter- 
determinanten der beiden Pactorcn links zusammensetzen. Da nun die Ele- 
mente dieser beiden bis auf Zahlenfactoren die Unterdeterminanten von K sind, 
so werden ihre Unterdeterminanten gleich h mulliplicirt mit Elementen von 
K; und zwar erhalt man sehr leicht folgende Gleichungen: 

B i3 /n— Bi^/'u '- — 2~-^tj? '»Aa — / ' 31 A 1: > = hB 72 -, AjjB,.— A n B l? = — 2^**-> 

B }? / 'ij— B||7' ?I — KA n , 1 V,A M — / ||A 21 = — 2AZ? 12 , A n B|,— A,,B M = AC U , 

K K 
Bu^ u — Bij/ ii — 2" -^m / üAi, = A/in, A|,B, 2 — AijBh = j^"^" - 

Man hat daher für die Unterdeterminanten der M die Ausdrücke: 

i M bh M tc ~Ml c = ~2~ ^»"> M atl M n ,.~M„ a M bt . = — A" l A tf , 

(21.) iM fc M an -W n ~2K'N bb , M bl .M bo -M hb M ra = ^-N cm , 
I JT* 

| M mu M bb — Ml b = -j- AT„. , ^f,. a Jf^ — iW,.,. M ab = —K 7 N„ b , 
wo die A folgende den M analog gebildete Invarianten bezeichnen : 
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( HL = 2 (A n A n ~A 2 n ), Ak = B„ C 1J -2Ä, l C IJ +fi„ C u , 
;22.) |ÄU = a(B ll Ä B ~Ä), J«L - Cu^-S^^+Cai«, 
= 2(C U C„-C?,), JV.»-4iAt-34,*„+4,*u. 

Mit Hülfe dieser Gleichungen kann man nun den Ausdrücken (19.) die Ge- 
stalt geben: 

2/f'A = K 2 {N rt p 2 +2N br pq + {2N bb -N ae )q 2 } 

+ (ÜL-t M») \M a .?+ 2M ab pq +M ac q 1 \, 

+(*L-iT«) 2Af 66 p«r+Jf tf rt, 

2KT = K 2 {(2N bb ~N me )q 2 +2N. b pq+N oa q 2 \ 

+ {*.e-M») {M ac q 2 +2M bc pq + M«q% 
Nun folgt aus den Gleichungen (13.): 

«up»o? — «n(/>i?j-i-pifi) + *n/>iO;i — I\qi = — (Bip, — B,p,), 

euPi^j — en(»i9i4-pt^i)4-«»Pi9i = Bi?i — B,y, = — (Aip, — A,pi). 

Wendet man dies auf die in (23.) gegebenen Formen von A, B, /' an, so 
findet sich, dass der CoefScient von 2pq in A mit dem von p 2 in B, der von 
in A mit dem von p 2 in F und mit dem von 2pq in B, der von q 2 in 
B mit dem von 2pq in V abereinstimmen muss. Von diesen Bedingungen 
sind alle bis auf eine schon in den Gleichungen (23.) offenbar erfüllt; indem 
man aber den Coefficienten von 2pq in B dem von q 2 in A oder von p 2 in 
r gleichsetzt, erhalt man die Relation: 

(24.) (K, r -M bb ) 2 = 2K 2 (N ac -N bb ). 

Hieraus geht hervor, dass 2 (N ac - N bb ) das Quadrat einer rationalen Invariante 
ist. In der That findet man 

2r/V„-JV 6fc ) = 2{C ii A n -2C n A tl +C n A u )-i{B ll B n -B 2 „) 

= 8 (oc - b 2 ) (ßt-y 2 ) - 4 (ad-bc) (ad-ßy) -f 8 ( bd- c 2 ) (ay-ß 2 ) 
-4{ay-2bß+ca)(b#-2cy+dß) + (a3-by-cß+da) 2 
= (aä-Zby + 3cß-da) 2 . 

Bezeichnet man also die einfachste Invariante der Formen u und e durch: 

(25.) / = aJ-Sby+3eß-da, 

so ist 

(26.) 2(N„-N bb ) = /*, 
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und indem man dies in (24.) einträgt, findet man 

(27.) JT. e -M bb = KJ, 
wobei das Vorzeichen der rechten Seile sich durch specieile Wahl der Coef- 
fieienten leicht bestimmt. 

Fahrt man diese Relationen in die Gleichungen (23.) ein, so kann 
man durch K dividiren, und findet: 

(28.) hfTB = K(N»p*+9N«M+N«f) + J(M. h p'+2M u pq+M be f) % 
\2ICr = K(N ae p>+2N abP q + N aa q>nJ(M bb p>+2M be pq+M«q^ 

Bezeichnet man daher durch F die biquadratische Form: 

F = * lK(N«p?+ W>.p>q+ 6JV. f/ »V4-4JV^ M l +iV # .^ 

(29.) +J(M aa p*+AM ab p>q+SM bb p\*+lM beP f+M n M 
= tn,,p* + 4m, p'q + 6m,j>y + ^WM- »4 q\ 
so hat man die Formeln: 





A"A = 




dp* » 


(30.) 


K'B = 




d'F 
dpdq 




KT = 




d'F 



und also auch aus (11.) die typischen Darstellungen von u und v: 

SF 



(31.) 

was die Eingangs erwähnte Form ist. 



Von den im Vorstehenden benutzten Invarianten M, N, K , J lassen 
sich zunächst die J/ leicht durch die A' ausdrücken. Die Determinante der 
M ist nach ;20.) gleich 2K*. Bildet man also die ünlerdeterminanten aus 
den Unierdeterminanten der M (21.), und ersetzt sie durch das Product eines 
M mit der Determinante der M, so erhält man nach Division mit 2K*x 
\M„ = i(JV w JV,.-JVL), IT* = -i(N ab N ar -N am N^ 
(32.) Jf 6ft = *(*,,*„- JV.?,), *f,„ = \(N bt ,N b -N bb N or ), 
\M ce = UN»N»-NU) % if < , 4 = -iWc^-iV«A J nfc ). 
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Da Don die beiden cubiBchen Formen nicht mehr als fünf von einander un- 
abhängige Invarianten besitzen, so hat man »wischen den N, K und J noch 
drei Relationen aufzusuchen Zwei derselben liefern die Gleichungen (26.), 
(27.). Indem man in der letzteren für die M ihre eben gebildeten Ausdrücke 
setzt, erhalt man die Gleichungen: 

r = 2(iv 0f -iv 66 ), 

Sodann ist aber nach (22.) die Determinante der N offenbar das Product der 



(33.) 



B u B n 

Qu 



An 



B n 



-2A n 
-2B n 
-2C„ 



und man hat daher drittens die Relation: 



(34.) IT = i 



N„ JV. 6 N„ 

Ngb N br 

N. r N be N ee 



Aus (33.), (34.) entspringt zwischen den N eine homogene Gleichung 
dritten Grades. 

Die Coefficienten von F, nämlich 

m» = t(KN et +JM oa ), 
», = \ {KN ae +JM blj ), 

haben als Coefficienten der typischen Form von selbst die Eigenschaft, dass alle 
absoluten Invarianten sich durch sie rational ausdrücken, und da ihre Zahl fünf 
ist, so tritt eine Relation zwischen ihnen nicht mehr ein. Die Determinante von 
p und q ist K; daher findet man jede Invariante, indem man sie aus der ty- 
pischen Form bildet, und durch eine passende Potenz von K dividirt. Führt 
man insbesondere für die aus den m gebildeten Invarianten der Form F die 
Bezeichnungen ein: 



«rsiwuiii«— 4m, m,+ 3«J, j 



i 



und setzt ferner: 
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= CT;CT 4 — ct; , = CTjCTj — inj, 

2 

/*« — CTiCTj — CT t , ^ j — Ali CT 2 — CT1CT1 , 

■0 dass 

so findet man für die oben behandelten Formen folgende Ausdrücke: 
K*A = 2Cu^ J g J -/* 1 /> ^ +/* ^ /> , ), Jf l A = m ü /» , +2m lM +«h^, 

/f«C = ft{fhf-fhf9+M^, K t r=m 1 p i +2m l pq+m t f, 

K>=j, AV = i, 
= 8^-2?], K*N Lc = _2/i ü ,« j -2 ( ii,^+ /*,/*;, 

ff« N„ = 8/1, / v- 2/i] , K*N ab = - 2/., 2/*,/*,+ mth ■ 

Man sieht, wie hier alles sich rational durch die m ausdrückt, abgesehen von 
K, welches den irrationalen Ausdruck 

annimmt. 

Da die Resultante von « und e nach (31.) mit der Discriroiuante von 
F übereinstimmt, so nimmt dieselbe die Form an 

.--27/, 

oder, mit Hinweglassung einer Potenz von K: 

F-21K, 
welches ein bekanntes Resultat ist. 

Ueberhaupt geben die Satze über binare biquadratische Formen auch 
immer Satze über die simultanen cubischen Formen, wenn man dabei als die 
biquadratische Form mit ihren Covariauten und Invarianten die folgenden 
Ausdrücke zu Grunde legt: 

F =-- K>(pm+p), 

( d'F d'F ( c*F V\ K % ( du Qv do du \ 
j = K\ i=K i J. 

Unter solchen Satten hebe ich nur einen hervor. Bezeichnet man durch 
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*» 9 > P'» 9» F die Werthe , welche «, ©, p t q, F für ar = y = y an- 
nehmen, so ist die Discriminante der für p' und q cubischen Form 

nach der Theorie der biqnadratischen Formen gleich 

F.j-i.J F . 

Die Discriminante also der Form y.u • >.c erhält man, wenn man in diesem 
Ausdrucke p = l, q = x setzt. Aber der vorstehende Ausdruck ist bis auf 
eine Potenz von K gleich 

J / du dt öt> öu \ 

Man hat daher don Salz: 

Durch die lineare Substitution 

verwandelt »ich die Gleichung 

,o, , , J / du dt dv du\ _ 

(35.) q U +pt>- T ^-^-. gj.-g- ; = 0 

in die Bedingung dafür, dass die Discriminante von xu+Xv verschwinde. 
Diese biquadratische Gleichung ist am leichtesten in der Form 

F.j-i.Jr - 0 

zu untersuchen. Im Allgemeinen giebt es vier Functionen xu + Xv, welche 
zwei gleiche Facloren haben; von diesen fallen aber zwei zusammen sobald 
die Discriminante von 

F.j-i.J F 

verschwindet. Der Werth derselben ist nach der Theorie der biquadratischen 
Formen 

(i s -27/)/ = (J s -27 K)K n . 

Die Discriminante von (35.), oder von der gleich Null gesetzten Discriminante 
von xo-f At>, welche für die Coefficienten sowohl von u als von e vom zwölften 
Grade ist, muss den Ausdruck 

(/' -27 K)K* 

haben. Dieselbe verschwindet also erstlich, wenn u und c einen gemeinsamen 
Factor haben, zweitens wenn K = 0. 

Der letztere Fall ist die einzige Ausnahme der oben ausgeführten Dar- 
stellung und muss daher besonders behandelt werden 
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Wenn K verschwindet, so lehren die Gleichungen (21.)« (27), da** 
M at = M ; | und dass eine constante Grösse r so bestimmt werden kann, das» 

(36.) M aa : M ab : M bt> : AT 6r : M« = t« : t 3 : r 1 : t : 1. 
Die Gleichungen (18°.) geben dann zwischen ,i . B , C die lineare Relation: 

(37.) xM-2xß + C = 0, 

und ans (18.) folgt: 

(38.) jp+q = 0, 

endlich aus (13.): 

(39.) A : B : /' = T l t t : 1. 

Die Gleichung (37.) lehrt, dass die Hessesche Determinante der Function 
tu — v verschwindet, dass also diese Function ein vollständiger Cubus ist Wem 

weiche ein vollständiger Cubus ist Man beweis! auch leicht, dass umgekehrt, 
wenn © = n+tox+fty)*, immer K verschwindet. Die Wurzel des Cubus 
unterscheidet sich von den linearen Covarianten p, q nur durch constante 
Factoren. 

Glessen, den 2. Juni 1867. 
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Zur Theorie der binären Formen vierten Grades. 

(Von Herrn A. Ciebtch tu Giesaen.) 



Ist u eine binäre Form vierten Grades: 

« = ax\ + 4bx\ x, + 6cx] x\ + 4<fe, x\+ex\, 
und bezeichnet man durch i, j, ./, T die Formen 

labe 

i = ae-Ud+3c 7 , j=\b e d 

\e d e 

4 = T=u t J i -u 1 J l # ) 

endlich durch 9 (x, 1) die Form 

<p(x,i) = S—LxV+L^ 

so hat man bekanntlich für die zusammengesetzte Funcüon>rw-l^ die Bildungen: 



und zwischen T, «, besteht die Gleichung: 

Ich werde mich im Folgenden mit den Bildungen beschäftigen, welche 
aus der Combination von T mit xu—XJ hervorgehen, sowie mit den Co- 
varianlen und Invarianten von T selbst. 



1 



Bezeichnen wir durch y,, y 7 die beiden Ausdrücke 

(1.) = -xwj-f-^/,, £»««1-14, 

•) Ich bezeichne für eine Form a «t" 0 Grades durch efc, etc. 



die Ausdrücke 



n 5x7 ' n.n — i ~5xidx k ' 6tC ' 
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und durch f dasjenige, was aus einer Function •'*' Ordnung / entsteht, wi 
darin statt x, , x, die Ausdrucke 

gesetzt werden. Wendet man für / den symbolischen Ausdruck 

u = («1*1+ •,*,)" 
an, und entwickelt in dieser Form nach Potenten der j: 

so hat man symbolisch: 

D (J) = fo,aj,4-«ix,)— 1 («!«!+ a,3f,), 
2?V) = (•i^.+ a 1 x,)-\'a l y 1 +«,y l }\ 
&{f) = (a l x l +o l x I )- , (a 1 y l +a ji f J ) , 1 



Für diese Ausdrucke erhält man Recursionsformeln, indem man verfährt, wie 
Herr Hesse im 36*"" Bd., p. 156 dieses Journals. Es wird nämlich offenbar 

j +*X^ l +* A r*(tT« rK*tT ff {*, |^+*|r)+f*(>. J^* Jif)l • 
Der letzte eingeklammerte Ausdruck kann umgestaltet werden, indem man 
*jb- durch -|k und |t durch ersetzt. Er verwandelt sich dann in: 

=-^(^^-^^)=-3(- + -)|:;;::t 

= -3(a,aj l +o J x I )^„,_^. 
Die Formel (2.) giebt daher 

und man hat für D** 1 ,f ) die Recursionsformel : 

oder wenn man durch cfy die Operation 
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bezeichnet: 

(3.) 

Im Folgenden werde ich durch <p, tp', <p» f <f>»> die vier Ausdrücke be- 
zeichnen, weiche ans der Entwicklung von 

A + «0 = <p+3* y '+3«V'+«V' 

entstehen; so dass also 
ist unter anderem 

(4.) r— ff» J^-f. 

hat man durch Anwendung der Operation ö* die Formeln: 

und sodann aus (4.): 
also 

(6.) dT m -6<p". 
Ebenso aus der zweiten Formel (4.): 

und durch fortgesetzte Differentiation aus (6.) 

(8.) I«— ^(^-+^f0— «r^. 
Ur=-48(4ry-6yV'). 

Setzen wir jetzt 

und bilden die Entwicklungscoefficienten (3.). Da hienach d[=ATr, wo r 
die Determinante r = pi-ox bedeutet, so erkennt man sofort, dass D l (f) die 
Form hat: 

D"{f) = M t .f+ N t .r, (r = pA-ax), 
wo M k und JV» die p, o nicht mehr enthalten. Führt man diesen Ausdruck 

Journal für Mathematik Bd. LXVll Haft«. 4g 
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in (3.) ein, so zerfllll die Recursionsformel in die beiden: 

11 3k i 

= T-k ***** n^k **-' ' 
- jh < dN * + A ™' ] + Nk - 1 ■ 9 '* 

und für k ■ 0 hat man 

Jf„ = l, iV u = 0, 

für k—i aber 

D{f) = \<*f=rT, also 
Jf, = 0, A'i = T. 
Die Anwendung der Formeln (9.) giebt nun: 

M t - tdM,+ SM l( p' = i V - 2T. 
J»f 4 = <Mf 3 + 9Jf,y' = 2<^r-t- 9</^ = 9^-12^"; 
und sodann aus der zweiten Gleichung (9.) mit Benutzung dieser Werthe: 
N 2 = ■i(<?iV i 4-4Tif 1 )+JV ü 9' = ioT= -2<p", 
Tt, = i 4Mf s )+ 3iV, = - oV+ 27>'+ 37V = - 37>', 
iV 4 = <JiV 4 +4TJf,+ 9A>' = - 3( W+y' JT)+8r y-iW "=-41**. 
Man hat also die Darstellungen: 

/D U>«-o^/) = 4rT, 

\D 2 (vu-oJ) = y'((*«-o\4)-2y"(pi-o-*), 
(10) oJ) = 27>(o«-o.i)-3</>T(<>A-ax), 

'^((m-o./) = (9^-12^") ((fu-aJ)-4r (f(t>l-ox). 
leb werde jetzt zweitens die Formel (3.) auf die Function f=T anwenden. 
In diesem Falle ist 

daher weiter nach (3.): 

, D\T) = fr PT+tTtp' = - T<p', 
D»(T J = i ( Tdtp'+ <p'JT) + W3T =-T'<f>, 
D*{T)=-iT<p ST- 3y>" T = 47>y"- frp n T, 

vir) = ^(f<rr+rv')-3r?'V- \<p n 8T-%Vwf 

= - 12<p<p' n + 9(p n <p"-2T t <p<p', 
&(T) = -2A<p<p"dtp"'+9tp n d(p"+l8<p'<p" d<p'-4<p<p'TdT-2T 1 y 

+i5(4Tff» M - V T) 
= -8T , v> , + 27 ¥ ' 1 r-36w>"T. 
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Die verschiedenen aas «, J t f entspringenden Formen erhalt man. 
indem man zunächst diese Functionen für die Variabein bildet 
und nach Potenzen von e entwickelt. Die hiedurch entstehenden Reiben seien: 

« +4« « (, >-f-4«V ,) 4-«*« w , 
(12.) |^+4*^ , >+6« , ^ ,) +4« , ^+« 4 ^< 4) , 

t+6« r fi >+ 1 5« 1 r (,, + 20^ r< 5 '+ 1 5«* r< 4 >+ 6** r<*>+ r<«> 

Betrachtet man irgend welche der hier auftretenden Glieder ais Functionen 
der jr allein, indem man die x constant denkt, und bildet irgend eine simultane 
Invariante desselben, so wird dieselbe mit Rücksicht auf die x eine aus «. 
T und J hervorgehende Covariante, resp. Invariante. 

Aber die Glieder der Reihen (12.) gehen durch die linearen Substi- 
tutionen (1.), deren Determinante gleich T ist, in die Functionen 

(13.) D W (J), &»(T) 

der Varieb ein x, l Ober. Man erhält daher die in Rede stehenden Formen, 
indem man die betreffenden simultanen Invarianten für die Ausdrücke (13.) 
bildet, und durch eine entsprechende Potenz von T dividirt. 

Da die Coefficienten der Formen (13.) bereits Functionen von «, J, T 
sind, so eThalt man auf diese Weise die gesuchten Formen direct durch u, 
J, T ausgedrückt. 

Die ajönaeh auszufahrenden Processe sind Bildungen von Invarianten 
der Auedrücke (10 ^ (11.) in Bezug auf x, i. Diese Ausdrücke sind Com 
blnationen der drei Functionen von x, l t welche durch <p s <p', <p" bezeichnet 
wurden- Um die Invariantenbfldungen zu erleichtern, werde ich nun zunächst 
diese Formen ühnlicb umgestalten, wie es soeben mit den Ausdrücken (13.) 
geschehen ist. 



Es sei 

i £ m xu — U, 



oder wenn man nach x, l auflöst: 



(15.) 



r •* = »?" y §j 



48» 
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In Folge dieser Gleichungen hat man 

oder wenn man nach Potenzen von £ = »7 + «y"' entwickeil: 

= SV" +3CID (?"') +3^D J (y'") + r D'Cy'") ; 

und nach Berechnung von D(y"'), D'(y'"), D'fa/") hat man aus Vergleichung 

der Coefficienten: 

rcp"»? = ^"'+3» ? 5 |D(<p"')4-3^ , D , ( y "')+f , D J (9'")i 
(16.) L'" 1 .^ = ^V"+2^D(y'") + ^D , ( 9 >"'), 
U"'.y" = ijy"^^«)- 

Setzt man symbolisch 

Der erste dieser Ausdrücke verschwindet offenbar identisch. Ausserdem ist, 
wie man sofort sieht: 

, / BD* (<(?") cV» dDW) W\ 
*\ dJ du 5» od ' 

,/ / SV d<p>" 3V* d<p'"\ afd'tfT" cV dV" cV\\ 
* V Ä "öS SIT "3j)~^"dd r ÄJ c^äü" ~är>7 

= C$-*)I>-(^-^D-(0.(^^-(^5-)> 
Setzen wir also der Kürze wegen 

so haben wir die Recursionsformel 
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Daher für k=i und k = 2; 

Und somit erhalten wir aus (16.) die Darstellungen: 
wo der Kürze wegen 

t«o *-♦(££-££) 

gesetzt ist. 

Da die Determinante der Substitution (14.) -T=(p'" ist, so kann man 
die Invariantenbildungen für die Systeme (10.), (11.) auch an den Ausdrücken 
vornehmen, welche durch die Substitution (14.) aus denselben entstehen, und 
erhält noch immer die gesuchten Formen bis auf Potenzen von ±7. Die 
Formeln (10.), (11.) aber gehen nunmehr Ober in folgende: 

ny^-aj) - ( v-tfr)((«-^)-i^(^+o^), 

■ r D s (qu - aJ) = tf- BBtjS'- (ou - aJ) 

VD\vu-oJ) = tf-6H?rj i -8K?r ] +9H , ?K<>u ~aJ) 

-4 W +3,r*+^)(o^ + o^), 

TD\T) = Tj'+H?, 
\-rD\T) = q» + 8fe"A+*?, 
(20.) T*D\T) = tf+QHfrf + iKfTi-SU*?, 

\-tw(T) = i ? »+ioi ? , riy+io/fiv-i5Ä^-2/fÄi», 

( r/)°(r) = i ? M5^ , /T+20Ä'| s » ? , -45^§V-12Ä/f^-(8/r + 27// J )^' s . 

Bemerken wir übrigens hiezu noch folgendes. Wenn man die Sub- 
stitutionen (1.) und (15.) vereinigt, so findet man 
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oder wenn man fflr <p"' seinen Werth -7" setzt: 

(21.) 



tfi = — y x i — jr1»i 



= - — xA-yTt. 



Die verschiedenen />*(/") sind also die Glieder der Entwickelang nach Di« 
sionen von S, i? für eine Function von f, welche mit den Argumenten 

-.(1— ^)-4 T » 



*.(i-f>+ 4 r - 



geschrieben wird. Nach den Gleichungen (19.), (20.) sind also, wenn man 
wie früher durch einen oberen Strich diese Argumente andeutet, die Functionen 
(tv'—oJ' und 7" durch die Entwicklungen dargestellt: 



(22.) 



tm'-aS = |(l--jr)-6*»(i— jr)-W(i-|)+WrV| 

+H(t^+^)((i4)+wO-*)+wj. 

7" = r j( 1 - -f ) +1 5Ä^(l - 2o*rr (l - -f )' 

-AbW ?(\ - 1) '-12H K? (l - -1)+ (8/F+ 27Ä 1 ) f) 



Hiedurch werden die Beziehungen zwischen den Coefficienten der 
Gleichungen (19.), (20.) sofort verständlich. Die Gleichungen (21.) sind die- 
selben, von denen ausgehend Herr Hermile seine Theorie der „formet auocieet" 
auf die binaren Formen vierter Ordnung angewandt hat (Bd. 52 dieses Journals 
p. 21 folg.). Will man aber direct von ihnen ausgehend die Gleichungen 
(22.) ableiten, so ist die Kenntniss der Determinante von T erforderlich, welche 
hier durch vorherige Anwendung der Substitutionen (1.) vermieden wird. 

Die Determinante der Substitutionen (21.) ist — —\ man muss also 

die Invarianten, welche aus den Fiktionen D k ^~aJ), D k (T) (19.), (20.) 
entspringen, mit der entsprechenden Potenz von — T multipüciren. 



Ich werde jetzt die nächstliegenden Covarianlen, welche als simultane 
Invarianten des Systems 19. ). (20.) erscheinen, bilden. 
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1. Die Function 
1 ) d'T ' c.i 0 d*T d % ou—oä , d*T B*ou-cJ \ 

wenn man die entsprechende Invariante der Functionen D'(©«— o^), 
D\T) in der Form (19.), (20.) mit T moltiplicirt; sie ist also gleich 

r {— — T r — Ti 0; 

sie verschwindet identisch. 

2. Die Function 

ist die Determinante von D\T) (20.), mnltiplicirt mit T\ also gleich Ä 

Die Determinante von T entsteht au» wenn darin J für 

X, U für l gesetzt wird. 

3. Die Function 

~5x\~~5i\ dx\dx t dx^d~x\ +a dx v dx\ dx\dx t ~5xJ 3«? » 



247120 

ist -T s multiplicirt mit der betreffenden Invariante von D\T) und D ' V u~oJ), 
also gleich: 

Setzt man darin fQr SK seinen Werth aus (18.), und für 2H den Ausdruck 



so wird dies: 



r> u dB . dB 



i 

T 1 



Ott dB . 

dtp"' d^_ dtt djfT _ dB do m 
(? ~8~T^' a du ~5u~ dJ ~d7~d~u~ 



i 




o 


u 


-j 




dB 


dB 


d<p"' 


d<p"' 




du 


dä 


-dir 


öu 



-¥(»&+•£)--«(•£+■■£)■ 

4. Die Function 

1 | d'T d'ou-aJ A d'T d'ou-eJ . d*T d*ou-oJ \ 

äOSo \ dx\ d? t 4 "5<^ d*,dz\ + '"SxT-^\ — 1 

ist gleich T* multiplicirt mit der entsprechenden simultanen Invariante von 
D\T) und D*(ou-oJ). Man erkennt aus (19.), (20.) sofort ihr Verschwinden ; 
welches a priori daraus klar ist, dass diese Form in den x vom aweiten Grade ist. 
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5. Die Function 

See» i ä^r -s^r ~ 4 + 3 vs^; \ 

ist gleich T* multiplicirt mit der ersten Invariante von l*\ T, also gleich 

J[_ ( _3/T + 3AP) = 0 

Es ist dieses die fundamentale Covarianle vierter Ordnung der Function 
sechster Ordnung T, und ihr Verschwinden für dieselbe charakteristisch. Vergl. 
Clebsch und Gordan, Annali di matematica ser. II. tomo I. pag. 78. 

6. Die Invariante 

ist gleich r multiplicirt mit der entsprechenden Invariante von Ö*(T), 
also gleich 

-i r (-8K 1 -27^-45^-10/T) = _-£(/P+4ff 3 ). 

Nnn ist nach der Theorie der binaren cubischen Formen 

K*+W 3 = -4R<f>" n , 
vro R die Discriminante der cubischen Form <p"' bezeichnet. Man hat also hier 

R - ^r^-m 

also 

K'+4H> - ~«£-f/-27/), 

daher wird endlich die gesuchte Invariante gleich 

,«*(••'- 27/)- 

Vergl. Hermite, Bd. 52 dieses Journals, p. 36. Dieses ist die einzige In- 
variante von T. Da für T die fundamentale Covariante vierter Ordnung ver- 
schwindet, so sind alle übrigen Invarianten entweder Null, oder Potenzen der 
ersteren. Es ist übrigens sehr leicht, durch die oben gegebenen Formeln 
weitere Invarianten von T zu berechnen, wie überhaupt die hier gegebenen 
Beispiele simultaner Formen von u, T beliebig zu vermehren, ohne dass 
man nöthig hat, auf die canonische Form von u, 4, T zurückzugehen. 
Giessen, deu 12. Juni 1867. 
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